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 Настоящая работа посвящена к исследованию вопросов разрешимости нелокальной 

задачи для двумерного уравнения теплопроводности с инволюцией. Задача решается 
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dimensional heat equation with involution. The problem is solved by reducing it to two equivalent 

problems for the classical two-dimensional heat equation. The properties of the system of 

eigenfunctions and associated functions of the spectral problem associated with nonlocal 

conditions are studied. The theorem on the existence and uniqueness of the solution is proved. The 

solution to the problem is represented in the form of a Fourier series. 
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Бұл жұмыс инволюция бар екі өлшемді диффузиялық теңдеуі үшін бейлокал есептің 

шешімділігін зерттеуге арналған. Есеп оны классикалық екі өлшемді жылу теңдеуі үшін екі 

эквиваленттік есептерге келтіру арқылы шешіледі. Бейлокал шарттармен байланысты 

спектрлік есептің меншікті және тіркелген функциялары жүйесінің қасиеттері зерттелген. 

Шешімнің бар және жалғыз болуы туралы теорема дәлелденді. Есептің шешімі Фурье 

қатары түрінде анықталған. 

Түйінді сөздер: инволюция, диффузиялық теңдеу, бейлокал есеп, Фурье қатары, 

шешімнің бар болуы, шешімнің жалғыз болуы. 

1. Постановка задачи. 

Хотя исследование нелокальных уравнений имеет достаточно давнюю историю (см. 

[1]), понятие нелокального оператора и связанное с ним понятие нелокального 

дифференциального уравнения появилось в математике сравнительно недавно.  

В настоящее время к числу нелокальных дифференциальных уравнений относятся 

такие уравнения, в которых неизвестная функция и ее производные входят, вообще говоря, 

при различных значениях аргументов и примерами таких уравнений являются нагруженные 

уравнения, интегро-дифференциальные уравнения дробного порядка, уравнения с 

отклоняющимися аргументами и т.п. [2, стр. 89].  

Заметим, что к подобным нелокальным уравнениям сводятся некоторые задачи 

интегральной геометрии, обратные задачи кинематической сейсмики и геофизики, задачи 

колебания, задачи теории упругости, теории магнитогидродинамических течений, теории 

распространения упругих электромагнитных волн, описываемых уравнением Максвелла с 

памятью, теории пластичности и ползучести и другие (см. например, [3] - [6]). 

Среди дифференциальных уравнений с отклоняющимися аргументами особое место 

занимают уравнения, в которых отклонение аргументов носит знакопеременный характер. 

К числу таких отклонений относится так называемое отклонение инволютивного типа и 

возникают в теории фильтрации, теории прогнозирования, а также при изучении 

субгармонических колебаний (cм. [7] - [10]). 

В настоящее работе исследуется вопросов разрешимости нелокальной задачи для 

двумерного уравнения теплопроводности с инволюцией. Аналогичные задачи в 

одномерном случае исследовались в работах [11-20]. 

 Переходим к постановке задачи которую будем рассматривать в данной работе. 

Пусть 0 T  - действительное число,  ( , ) : 0 , 1x y x y =   , (0, )Q T=  .  

Введем класс функции 

 

( ) ( ) ( , , ) : , , , , ( )x t xx yyW u t x y u C Q u C D u u u C=      . 

  

Рассмотрим в области Q  следующую задачу. 

Задача ID. Найти функцию ( , , )u t x y  из класса W  и удовлетворяющую условиям  

0 1( , , ) ( , , ) ( , ,1 ) ( , , ),   ( , , )tu t x y a u t x y a u t x y f t x y t x y Q−  −  − =  .        (1.1) 

 

(0, , ) ( , ), ( , )u x y x y x y=  ,                                    (1.2) 
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( ,0, ) ( ,1, ), ( ,1, ) 0,0 ,0 1,xu t y u t y u t y t T y= =                     (1.3) 

 

( , ,0) ( , ,1) 0,0 ,0 1u t x u t x t T x= =     .                             (1.4) 

Здесь ( , ), ( )f x y x  - заданные функции. 

Отметим, что задача (1.1) - (1.4) в случае 0 11, 0a a= =  изучена в работе [21], а в 

случае дробных параболических уравнений в работах [22,23].  

2. Вспомогательные задачи. 

В этом пункте мы приведем некоторые вспомогательные утверждения. 

Пусть  

0 ( ) 2, ( ) 2 sin( ), ( ) 4cos(2 ),k mX x Y y k y X x m x = = =  

 

2 0( ) 4(1 )sin(2 ), ( ) , ( ) cos(2 ),m mX x x m x X x x X x x m x = − = =  

 

2 ( ) s (2 ), ,mX y in m x m k N=  . 

Обозначим 

 

0, 0 2 1, 2 , 2( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( ), , 1,2,...k k m k m k m k m kZ x y X x Y y Z x y X x Y y Z x y X x Y y m k−= = = = , (2.1) 

 

0, 0 2 1, 2 , 2( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( ), , 1,2,...k k m k m k m k m kW x y X x Y y W x y X x Y y W x y X x Y y m k−= = = = . (2.2) 

 

В работе [21] доказано, что последовательности функций (2.1), (2.2) образуют 

биортонормированную на множестве   систему функций.  

 Пусть функция 2( , ) ( )x y L    и mk  коэффициенты биортогонального разложения 

функции по базису ( , )mkZ x y , т.е.  

 

( )
1 1

0 0

, ( , ) ( , ) , 0,1,..., 1,2,...mk mk mkW x y W x y dxdy m k  =  = =  . 

 

 Введем функции 

 

( , ) ( , ) ( ,1 )x y x y x y   =  − .                                         (2.3) 

 

 Тогда для функции ( , )x y +  имеем 

 

   
1 1 1 1

0 0 0 0

( , ) ( ,1 ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ,1 )mk mk mk mkx y x y W x y dxdy x y W x y W x y dxdy   + = + − = + − =     

 

 
1 1

0 0

( , ) ( ) ( ) (1 )m k kx y X x Y y Y y dxdy= + −  . 

 

 Далее, так как  



Қожа Ахмет Ясауи атындағы Халықаралық қазақ-түрік университетінің хабарлары 

(математика, физика, информатика сериясы), № 1(16), 2021 

 

101 
 

 
1( ) (1 ) 2 sin 2 sin (1 ) 2 sin 1 ( 1)k

k kY y Y y k y k y k y   + + − = + − = + −  , 

 

то  

 

( ),2 ,2 1 ,2 1 ,2 10, , 2 , 1,2,...m k m k m k m kW k   + +

− − −= =  = .                               (2.4) 

 

 Аналогично для функции ( , )x y −  имеем 

 

( ),2 1 ,2 ,2 ,20, , 2 , 1,2,...m k m k m k m kW k   + +

− = =  = .                               (2.5) 

 

3. Исследование основной задачи  

В этом пункте исследуем основную задачу. Пусть функция ( , , )u t x y  является 

решением задачи ID. Меняя в уравнении (1.1) точку ( , , )t x y  на ( , ,1 )t x y−  для функции 

( , , )u t x y  получаем следующую систему 

 

0 1

1 0

( , , ) ( , , ) ( , ,1 ) ( , , )

( , ,1 ) ( , , ) ( , ,1 ) ( , ,1 )

t

t

u t x y a u t x y a u t x y f t x y

u t x y a u t x y a u t x y f t x y

−  −  − =


− −  −  − = −
.        (3.1) 

 

Пусть 

 

( , , ) ( , , ) ( , ,1 )u t x y u t x y u t x y =  − , 

 

Заметим, что если ( , , )u t x y  удовлетворяет условиям (1.2) - (1.4), то  

 

(0, , ) (0, , ) (0, ,1 ) ( , ) ( ,1 ) ( , )u x y u x y u x y x y x y x y   =  − =  − = ,  

 

( ,0, ) ( ,0, ) ( ,0,1 ) ( ,1, ) ( ,1,1 ) ( ,1, ),0 ,0 1u t y u t y u t y u t y u t y u t y t T y =  − =  − =     , 

 

( ,1, ) ( ,1, ) ( ,1,1 ) 0,0 ,0 1x x xu t y u t y u t y t T y =  − =     , 

 

( , ,0) ( , ,0) ( , ,1) 0, ( , ,1) ( , ,1) ( , ,0) 0u t x u t x u t x u t x u t x u t x =  = =  = . 

 

Из системы (3.1) для функций ( , , )u t x y+  получаем следующие уравнения 

 

0 1( , , ) ( ) ( , , ) ( , , )tu t x y a a u t x y f t x y  −   = ,                                   (3,2) 

 

где ( , , )f t x y
 определяется равенством (2.3). 

Таким образом, мы доказали следующее утверждение. 

Теорема 1. Пусть функция ( , , )u t x y  является решением задачи ID. Тогда функции 

( , , )u t x y
 удовлетворяют условиям следующей задачи: 
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0 1( , , )( , , ) ( ) ( , , ) ( , , ), ( , , )tu t x y t x y a a u t x y f t x y t x y Q  −   =  ,                        (3.3 ) 

 

(0, , ) ( , ), ( , )u x y x y x y =  ,                                         (3.4 ) 

 

( ,0, ) ( ,1, ), ( ,1, ) 0,0 ,0 1xu t y u t y u t y t T y  = =     ,                     (3.5 ) 

 

( , ,0) ( , ,1) 0,0 ,0 1u t x u t x t T x = =     .                                      (3.6 ) 

 

Справедливо и обратное утверждение.  

Теорема 2. Пусть выполняются условия 0 1 0a a  , а функции ( , , )f t x y  и ( , )x y   

определяются равенствами (2.3). Если функция ( , , )u t x y+  является решением задачи (3.3+) 

- (3.6+), а функция ( , , )u t x y−  являются решением задачи (3.3-) - (3.6-), то функция  

1
( , , ) ( , , ) ( , , )

2
u t x y u t x y u t x y+ − = +                                (3.7) 

 

удовлетворяет условиям задачи ID. 

 Доказательство. Пусть функции ( , , )u t x y+  и ( , , )u t x y−  являются решениями задач 

(3.3 ) - (3.6 ) соответственно. Тогда для функции ( , , )u t x y  из (3.7) имеем 

 

0 1

1
( , , ) ( , , ) ( , ,1 ) ( , , ) ( , , )

2
t t tu t x y a u t x y a u t x y u t x y u t x y+ − −  −  − = + −   

 

0 1

1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

2 2
a u t x y u t x y a u t x y u t x y+ − + −   −  + −  + =     

 

0 1 0 1

1 1
( , , ) ( ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( , , )

2 2
t tu t x y a a u t x y u t x y a a u t x y+ + − −   = − +  + − −  =     

 

1 1
( , , ) ( , , ) ( , , )

2 2
f t x y f t x y f t x y+ −= + = . 

Далее, 

 

1 1
(0, , ) (0, , ) (0, , ) ( , ) ( , ) ( , )

2 2
u x y u x y u x y x y x y x y  + − + −   = + = + =    , 

 

1 1
( ,0, ) ( ,0, ) ( ,0, ) ( ,1, ) ( ,1, ) ( ,1, ),

2 2
u t y u t y u t y u t y u t y u t y+ − + −   = + = + =     

 

1
( ,1, ) ( ,1, ) ( ,1, ) 0

2
x x xu t y u t y u t y+ − = + =  , 

 

1 1
( , ,0) ( , ,0) ( , ,0) 0, ( , ,1) ( , ,1) ( , ,1) 0

2 2
u t x u t x u t x u t x u t x u t x+ − + −   = + = = + =    . 

 



Қожа Ахмет Ясауи атындағы Халықаралық қазақ-түрік университетінің хабарлары 

(математика, физика, информатика сериясы), № 1(16), 2021 

 

103 
 

Таким образом, функция ( , , )u t x y  из (3.7) удовлетворяет всем условиям задачи ID. 

Теорема доказана. 

Таким образом, для нахождения решения задачи ID нам достаточно решит задачи 

(3.3 ) - (3.6 ). 

Пусть 0  . Рассмотрим следующую вспомогательную задачу. 

 

 

( , , ) ( , , ) ( , , ), ( , , )tv t x y v t x y g t x y t x y Q−  =  ,                         (3.8) 

 

(0, , ) ( , ), ( , )v x y h x y x y=  ,                                         (3.9) 

 

( ,0, ) ( ,1, ), ( ,1, ) 0,0 ,0 1xv t y v t y v t y t T y= =     ,                     (3.10) 

 

( , ,0) ( , ,1) 0,0 ,0 1v t x v t x t T x= =     .                                      (3.11) 

 

В работе [21] доказана следующее утверждение. 

Теорема 3. Пусть ( )2

2( , , ) ( ), ( , )g t x y L Q h x y C    и выполняются условия 

(0, ) (1, ), (0, ) 0,0 1, ( ,0) ( ,1) 0,0 1xh y h y h y y h x h x x= =   = =   . Тогда решение задачи (3.8)-

(3.11) существует, единственно и представляется в виде 

 

0

0 0 2 2 (2 1)

1 , 1

( , , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )k mkt t

k k mk mk m m k

k m k

v t x y h e Z x y h e Z x y Z x y
    

 
− −

−

= =

 = + − +
    

 

0 ( )

(2 1) (2 1) 0 0

, 1 1 0

( , ) ( ) ( , )mk k

t

t t

m k m k k k

m k k

h e Z x y g e d Z x y
   

 
− − −

− −

= =

+ + +   

 

( ) ( )

(2 1) 2 (2 1)

, 1 0

( ) 2 ( ) ( ) ( , )mk

t

t

m k m mk m k

k m

g t g e d Z x y
     


− −

− −

=

+ − − +   

 

( )

2 2

, 1 0

( ) ( , )mk

t

t

mk mk

k m

g e d Z x y
  


− −

=

+  , 

 

где ( ),,km k mh h W= , ( ),( ) ,km k mg t g W= , ( ) ( )
2 2

2km m k m k    = + = + , 0,1,..., 1, 2,...m k= = . 

 Теперь применим этот результат для решений задач (3.3  ) - (3.6 ). 

 В случае задачи (3.3+) - (3.6+) получаем  

0 0,2 1 0 ,2 1

0,2 1 0,2 1 2 1,2 1 2 1,2 1

1 , 1

( , , ) 2 ( , ) 2 ( , )k m kt t

k k m k m k

k m k

u t x y e Z x y e Z x y
   

 − −

 
− −+

− − − − − −

= =

= + +   

 

0 ,2 1

2 ,2 1 2 ,2 1, 2 1,2 1

, 1

2 ( , ) 2 ( , )m k t

m k m k m m k

m k

e Z x y Z x y
 

 −


−

− − − −

=

 + − +
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0 0,2 1 0 ,2 1( ) ( )

0,2 1 0,2 1 2 ,2 1 2 ,2 1

1 , 10 0

2 ( ) ( , ) 2 ( ) ( , )k m k

t t
t t

k k m k m k

k m k

f e d Z x y f e d Z x y
     

   − −

 
− − − −

− − − −

= =

+ + +   . 

 

( ) 0 ,2 1 ( )

2 1,2 1 2 ,2 1 2 1,2 1

, 1 0

2 ( ) 2 ( ) ( ) ( , )m k

t
t

m k m m k m k

k m

f t f e d Z x y
  

    −


− −

− − − − −

=

+ − −  ,     (3.12) 

 

и аналогично в случае задачи (3.3-) - (3.6-) имеем 

 

1 0,2 1 ,2

0,2 0,2 2 1,2 2 1,2

1 , 1

( , , ) 2 ( , ) 2 ( , )k m kt t

k k m k m k

k m k

u t x y e Z x y e Z x y
   

 
 

− −−

− −

= =

= + +   

 

1 ,2

2 ,2 2 ,2 2 1,2

, 1

2 ( , ) 2 ( , )m kt

m k m k m m k

m k

e Z x y Z x y
 

 


−

−

=

 + − +
   

 

1 0,2 1 ,2( ) ( )

0,2 0,2 2 ,2 2 ,2

1 , 10 0

2 ( ) ( , ) 2 ( ) ( , )k m k

t t
t t

k k m k m k

k m k

f e d Z x y f e d Z x y
     

   
 

− − − −

= =

+ + +   . 

 

( ) 1 ,2 ( )

2 1,2 2 ,2 2 1,2

, 1 0

2 ( ) 2 ( ) ( ) ( , )m k

t
t

m k m m k m k

k m

f t f e d Z x y
  

    


− −

− −

=

+ − −  ,     (3.13) 

 

где 0 0 1 1 0 1,a a a a = + = − , ( ),,km k mW = , ( ),( ) ,km k mf t f W= , ( )
2

2km m k m   = + = +

( )
2

k+ , 0,1,..., 1, 2,...m k= = . 

Таким образом, мы доказали следующее утверждение. 

Теорема 4. Пусть ( )2

2( , , ) ( ), ( , )f t x y L Q x y C    и выполняются условия 

0 1 0a a  , (0, ) (1, ), (0, ) 0,0 1, ( ,0) ( ,1) 0,0 1xy y y y x x x    = =   = =   . Тогда решение 

задачи ID существует, единственно и представляется в виде 

 

1
( , , ) ( , , ) ( , , )

2
u t x y u t x y u t x y+ − = +   

 

где функции ( , , )u t x y+  и ( , , )u t x y−  определяются соответственно равенствами (3.12) и 

(3.13).  

Работа выполнена при поддержке грантового финансирования КН МОН РК, грант № 

AP08855810. 
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