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О СМЕШАННЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА УРАВНЕНИЙ 

ДРОБНОГО ПОРЯДКА С ИНВОЛЮЦИЕЙ 

 

Аннотация. В данной работе рассматриваются новые классы дифференциальных 

уравнений дробного порядка, связанные с производными Адамара. Эти уравнения обобщают 

известное уравнение теплопроводности для дробного показателя производной по времени. 

Для рассматриваемых уравнений изучены смешанные задачи с краевыми условиями Дирихле 

и Неймана. Для решения этих задач применяется метод Фурье. Получены две 

вспомогательные задачи относительно обыкновенных дифференциальных уравнений 

дробного порядка и обыкновенных дифференциальных уравнений с инволюцией. Изучены 

спектральные свойства обыкновенных дифференциальных операторов с инволюцией. Для 

основных задач доказаны теоремы о существовании и единственности решений. 

Ключевые слова: смешанная задача, дробная производная, инволюция, оператор 

Адамара, нелокальное уравнение, уравнение теплопроводности, условие Дирихле, условие 

Неймана. 
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Инволюциялы бөлшек ретті теңдеуі үшін  аралас есептер туралы  

Аңдатпа. Бұл жұмыста бөлшек ретті дифференциалдық теңдеулердің Адамар 

туындысымен байланысты жаңа кластары қарастырылады. Бұл теңдеулер әйгілі 

жылуөткізгіштік теңдеуінің уақыт бойынша туындының бөлшек көрсеткіштеріне 

жалпыламасы болып табылады. Қарастырылатын теңдеулер үшін Дирихле және Нейман 

шеттік шарттарымен берілген аралас есептер зерттелінген. Бұл есептерді шешу үшін Фурье 

әдісі қолданылады. Бөлшек ретті жай дифференциалдық теңдеулер және инволюциялы жай 

дифференциалдық теңдеулерге қатысты екі көмекші есептер алынған. Инволюциялы жай 

дифференциалдық операторлардың спектрлік қасиеттері зерттелінеді. Негізгі есептер үшін 

шешімінің бар және жалғыз болуы туралы теоремалар дәлелденген. 
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On mixed problems for a class of fractional order equations with involution 

 

Abstract. In this paper, we consider new classes of differential equations of fractional order 

related to Hadamard derivatives. These equations generalize the well-known heat conduction 

equation for the fractional exponent of the time derivative. For the equations under consideration, 

mixed problems with Dirichlet and Neumann boundary conditions are studied. The Fourier method 

is used to solve these problems. Two auxiliary problems are obtained for ordinary differential 

equations of fractional order and ordinary differential equations with involution. The spectral 

properties of ordinary differential operators with involution are studied. For the main problems, 

theorems on the existence and uniqueness of solutions are proved. 

Keywords: mixed task,fractional derivative,involution, nonlocal equation, Hadamard 

operator, heat conduction equation, Dirichlet condition, the Neumann condition. 

 

 Введение 

Обозначим  ( , ) :0 ,0Q t x t T x p     , где ,p T  положительные действительные 

числа. Известно, что для уравнения теплопроводности  
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основными начально-краевыми задачами являются задачи с граничными условиями 

Дирихле, Неймана и Робена. Все эти задачи считаются классическими и подробно описаны в 

учебниках по уравнениям математической физики (см.например, [1-3]). 

 Данная работа посвящена к исследованию смешанной задачи для уравнения дробного 

порядка с производными Адамара. Рассматриваемое нами уравнение является нелокальным 

обобщением уравнения теплопроводности включающий дробные значения производной по 

времени и является некоторым аналогом уравнений субдиффузии.  

 В дальнейшем для ( 1, ], 1,2,...m m m     мы положим 
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где 
d

t
dt

   и 
1, 1k k k      , J   - оператор интегрирования порядка 0   в смысле 

Адамара [4,5]. 

Для значений параметров (0,1]   и 0   рассмотрим в Q  следующее уравнение  
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,                              (1) 

 

где 0 1,a a  некоторые действительные числа.  
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Если 1, 1   , то 1 ( , )
( , )

u t x
t t u t x

t t

   
 

  
. Поэтому когда 0 11, 0a a   мы 

получаем классическое параболическое уравнение, а в случае 1, 0, 0,1ja j     получается 

нелокальный аналог уравнения параболического типа. Следовательно, в общем случае 

уравнение (1) является дробным аналогом нелокального параболического уравнения. 

В дальнейшем в исследуемых задачах мы находим регулярное решение, а именно 

функцию ( , )u t x  из класса  C Q , обладающее свойством  
2

2

( , )
( , ),t

u t x
t D u t x C Q

x

  



 и 

удовлетворяющее в области Q  уравнению (1)  в классическом смысле.  

Основными задачами данной работы являются:  

Задача D. Для уравнения (1) необходимо найти регулярное решение, 

удовлетворяющее условия 

 

(0, ) ( ),0u x x x p   ,                                               (2) 

 

( ,0) ( , ) 0,0u t u t p t T    ,                                              (3) 

 

где ( )x  - некоторые заданные функции. 

Задача N. Для уравнения (1) необходимо найти регулярное решение, для которой 

 ( , )xu t x C Q , удовлетворяющее начальному условию (2) и краевым условиям   

 

( ,0) ( , ) 0,0x xu t u t p t T    .                                              (4) 

 

 Отметим, что смешанные задачи для дифференциальных уравнений дробного порядка 

с производными Капуто, Римана-Лиувилля, Хильфера, а также Джрбашяна-Нерсесяна 

исследовались в работах [6-9]. Эти задачи для уравнению с производными Адамара в 

указанных постановках исследуются впервые. 

При исследовании задач D и N используются метод разделение переменных. 

Применяя этот метод, для одномерных дифференциальных уравнений второго порядка с 

инволюцией мы получаем соответствующие спектральные задачи с условиями Дирихле и 

Неймана. Доказывается, что собственные функции этих задач совпадают с собственными 

функциями для классических задач. А соответствующие собственные значения зависят от 

коэффициентов участвующих в уравнении (1). Кроме того, по временной переменной 

получаем одномерную задачу типа Коши. Решение этой задачи представляется с помощью 

специальной функции Роя. Далее, используя полноту систем собственных функций 

вспомогательных задач, мы получаем явное представление решений исследуемых основных 

задач. 

Методы исследования 

            Спектральные задачи. В этом разделе мы исследуем некоторые спектральные 

задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений с инволюцией. 

Пусть 

2

,

2
( ) sin , ,D n n

n n
X x x n N

p p p

 


   
     

   
. Известно [10], что ( )nX x  является 

полной ортонормированной системой в пространстве  2 0,L p  и удовлетворяют условиям 

следующей спектральной задачи 

 

( ) ( ),0 , (0) ( ) 0X x X x x p X X p      . 
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Так как для , ( )D nX x  при всех 0 ,x p n N    справедливы равенства  

 
1

, ,( ) ( 1) ( )n

D n D nX p x X x   , 

 

то  
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0 , 1 , 0 1 ,( ) ( ) ( 1) ( )n

D n D n n D na X x a X p x a a X x       . 

 

Если обозначим  1

, 0 1( 1) ,n

D n na a n N     , то для системы , ( )D nX x  имеем 

 

0 , 1 , , ,( ) ( ) ( )D n D n D n D na X x a X p x X x     . 

 

Таким образом, система , ( )D nX x  являются собственными функциями, а ,D n  

соответствующими собственными значениями спектральной задачи 

 

0 1( ) ( ) ( ),0 ,a X x a X x X x x p                                                        (5) 

 

(0) ( ) 0X X p  .                                                                   (6) 

 

Так как ( )nX x  является полной системой, то задача (5) -(6) других собственных 

функций не имеет. 

Аналогично рассмотрим функции 
,

2
( ) cos , 0,1,...N k

k x
X x k

p p


   . Так как  
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то очевидно, что , ,(0) ( ) 0N k N kX X p   . Кроме того, 
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 Таким образом, элементы системы  , 0
( )N k k

X x



 являются собственными функциями, а  
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 соответствующими собственными значениями спектральной 

задачи  
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0 1( ) ( ) ( ),0 ,a X x a X x X x x p       (0) ( ) 0X X p   . 

 

Система  , 0
( )N k k

X x



 является полной и ортонормированной в пространстве  2 0,L p .  

 Для 1

0 1( 1)na a    справедливы равенства 

 

0 11

0 1

0 1

, 2 1
( 1)

, 2

n
a a n m

a a
a a n m


  

   
 

. 

 

 Введем обозначение 1 0 1 2 0 1,a a a a     . В дальнейшем будем считать их 

положительными числами, т.е. 1 2, 0   . 

 

Исследование основных задач 

 

 Исследуем задачу D. Если ( , )u t x  является решением задачи D, то по определению 

 ( , )u t x С Q  и, следовательно,  2( , )u t x L Q . Тогда при каждом [0, ]t T  функция ( , )u t x  

является элементом пространства  2 0,L p . Следовательно, функцию ( , )u t x  можно 

представить в виде ряда по системе , ( )D kX x , а именно 

 

,

1

( , ) ( ) ( )k D k

k

u t x u t X x




 ,                                                       (7) 

 

где ( )ku t  коэффициенты, которые необходимо определить. Функцию ( )x  разлагаем в ряд 

Фурье по ортогональной системе , ( )D kX x , т.е. представим в виде 

 

,

1

( ) ( )k D k

k

x X x 




 , 

 

где k  коэффициенты Фурье, которые можно определить равенствами 

 

,

0

( ) ( ) , 1

p

k D kx X x dx k   . 

 

Искомую функцию ( , )u t x  из равенства (7) подставляем в уравнении (1) и имеем 
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               . 

 

 Тогда в силу полноты системы , ( )D kX x  для всех значения 1,2,...k   , получаем 
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,( ) ( ) 0,0t k D k kt D u t u t t T       . 

 

Далее, из условия (2) задачи D имеем 

 

, ,

1 1

( ) ( ) (0, ) (0) ( )k D k k D k
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X x x u x u X x 
 

 

    . 

 

 Следовательно, значения (0)ku  определяются равенствами (0)k ku  . Таким образом, 

для неизвестных коэффициентов ( )ku t  получаем следующую систему задач Коши  

 

,( ) ( ) 0,0 , (0)t k D k k k kt D u t u t t T u         .                                (8) 

 

 Используя утверждение Леммы 4 из работы [11] находим, что единственное решение 

задачи (8) представляется в виде 
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 , 

 

где ( )R z   называется функцией Роя (см. например, [12]). 

 Отсюда для решения задачи D получаем следующее представление 

 

,

,

1

( , ) ( )
D k

k D k

k

u t x R t X x

 










 
  

 
 .                                              (9) 

 

 По построению функция ( , )u t x  из равенства (9) формально удовлетворяет всем 

условиям задачи D. Остается исследовать необходимые нам гладкость функции ( , )u t x . В 

работе [12] для функции ( )R z   получена следующая оценка  

 

 
1

, 0,0 1
1

R z z
z

     


. 

 

В нашем случае данная оценки имеет вид  
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,

1
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.                                                (10) 

 

 В частности, для всех 0t   верно неравенство 

 

,
1

D k
R t 





 
  
 

. 
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Так как 
,

2
( )D kX x M

p
  , то для функции ( , )u t x , точнее для суммы ряда (9) имеет 

место неравенство 

 

1

( , ) | |k

k

u t x M 




  .                                              (11) 

 

 Далее, нам необходимо оценить коэффициенты k . Если функция ( )x  удовлетворяет 

условиям: 2( ) [0, ]x C p   и (0) ( ) 0p   , то отсюда легко следует равенство 
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n
  



 
   

 
  . 

 

 Значит, оценивая сверху этот интеграл, получаем  

 

2k

M

k
  . 

 

 Тогда используя неравенство (11), имеем 

 

2
1 1

1
( , ) | |k
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u t x M M
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     . 

 

 Следовательно, по теореме Вейерштрасса сумма ряда (9) принадлежит классу  С Q , 

т.е.  ( , )u t x С Q . Исследуем гладкость функции ( , )tt D u t x  . Если 0 , 0x p t     , то 

для ряда представляющий функцию ( , )tt D u t x   следующее равенство 

 

, ,

, , ,

1 1

( , ) ( ) ( )
D k D k
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 Отсюда используя оценку (10), имеем  
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1 1,

1
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 Следовательно, для любого 0   ряд  

 

,

,

1

( )
D k

k t D k

k

t D R t X x  

 











 
 
 

  

 

сходится равномерно в области 0 , 0x p t      и его сумма представляет непрерывную 

функцию. Значит, ( , ) ( )tt D u t x C Q   . Аналогично доказывается включение ( , ) ( )xxu t x C Q .  
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 Сформулируем основное утверждение относительно задачи D. 

 Теорема 1. Пусть 0 10 1, 0, 0a a      ,  2( )x C Q   и выполняются условия 

(0) ( ) 0p   . Тогда решение задачи D существует, единственно и представляется в виде 

ряда 

 

,

, ,

1 0

( , ) ( ) ( ) ( )

p

D k

D k D k

k

u t x X d R t X x

 


   







   
     

  
  . 

 

 Для полного доказательства теоремы нам остается показать единственность решения. 

Предположим, что функция ( , )u t x  является решением однородной задачи D. Рассмотрим 

функцию  ,( ) ( , ), ( )k D ku t u t x X x . Применим к этой функции оператор tt D   и учитывая 

уравнения (1), а далее интегрированием по частям, имеем 

 

   , 0 1 ,( ) ( , ), ( ) ( , ) ( , ), ( )t k t D k xx xx D kt D u t t D u t x X x a u t x a u t p x X x          

 

       
2

1

0 , 1 , 0 1 ,( , ), ( ) ( , ), ( ) ( 1) ( , ), ( )k

xx D k xx D k D k

k
a u t x X x a u t p x X x a a u t x X x

p

  
       

 
 

 

 , , ,( , ), ( ) ( )D k D k D k ku t x X x u t     . 

 

 Кроме того,  ,(0) (0, ), ( ) 0k D ku u x X x  . Таким образом, для функции  ,( ) ,k D ku t u X  

мы получили однородную задачу (8). Единственным решением этой задачи является 

функция ( ) 0ku t  . Значит,  ,( , ), ( ) 0D ku t x X x  , т.е. функция ( , )u t x  ортогональна всем 

элементам системы , ( )D kX x . Далее, в силу полноты системы , ( )D kX x , получаем ( , ) 0u t x  . 

Теорема доказана. 

 Задача N исследуется аналогичным образом.  

 Приведем без доказательства основное утверждение относительно задачи N. 

Справедливо следующее утверждение. 

 Теорема 2. Пусть 0 10 1, 0, 0a a      ,  2( )x C Q   и выполняются условия 

(0) ( ) 0p    . Тогда решение задачи N существует, единственно и представляется в виде 

 

,

, ,

1 0

( , ) ( ) ( ) ( )

p

N k

N k N k

k

u t x X d R t X x

 


   







   
     

  
  . 

            Заключение. 

  

 В данной работе мы исследовали начально-краевые задачи для некоторых классов 

дифференциальных уравнений дробного порядка. В качестве краевых условий мы 

рассмотрели условия Дирихле и Неймана. Применяя метод Фурье, мы получили 

соответствующую спектральную задачу для обыкновенных дифференциальных уравнений с 

инволюцией. Используя полноту систем собственных функций вспомогательных задач нам 

удалось построить явный вид решений основных задач.  

Основной новизной исследуемых задач заключаются в том, что в рассматриваемых 

нами уравнениях использованы дробные производные в смысле Адамара. В случае целого 
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значения производной, как и операторы Римана-Лиувилля и Капуто этот оператор совпадает 

с обычным оператором дифференцирования целого порядка. Но, в отличие операторов 

Римана-Лиувилля и Капуто, ядро данного оператора определяется логарифмической 

функцией и поэтому порядок роста этой функции отличается от порядка степенной функции. 

Таким образом, мы можем утверждать, что рассматриваемые нами уравнения определяют 

новые классы уравнений субдиффузии. Соответственно, решения рассматриваемых задач 

будут обладать новыми качественными свойствами. Например, при больших значениях 

времени порядок убывания решений рассматриваемых задач отличаются от порядка 

убывания решений для классического уравнения теплопроводности. Такие же свойства 

решений наблюдаются при приближении точек объекта к границе, т.е. к граничным 

значениям. В данной статье для уравнения (1) мы исследовали задачи с условиями Дирихле и 

Неймана. В дальнейших исследованиях для уравнения (1) мы предполагаем рассматривать 

краевые условия типа Самарского-Ионкина, а также изучить нелокальные по времени 

задачи. Для этих предполагаемых задач соответствующие спектральные задачи еще не 

изучены.  

Данная работа была выполнена при поддержке гранта Министерства науки и высшего 

образования РК (грант № AP09259074 ).  
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