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РЕШЕНИЕ   ОДНОЙ  ЗАДАЧИ  СОПРЯЖЕНИЯ ДЛЯ  ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ  

УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

 

    Задачи теплопроводности с разрывными коэффициентами и вырождающиеся уравнения 

параболического типа,  каждое в отдельности  давно и хорошо исследуются. Начально-

краевые задачи для вырождающегося уравнения теплопроводности с разрывными 

коэффициентами мало изучены.  

     Данная работа посвящена исследованию одной   задачи сопряжения для 

вырождающегося уравнения теплопроводности с разрывными коэффициентами. Сначала 

с помощью преобразование Фурье и Лапласа строится решение двух вспомогательных    

задач, затем используя решения вспомогательных задач найдена решение задачи 

сопряжения для вырождающегося уравнения теплопроводности. Построено 

фундаментальное решение поставленной задачи и найдена  оценка ее производных. 

Полученный результат  используются при изучении начально-краевых задач для 

вырождающегося уравнения теплопроводности с разрывными коэффициентами в 

соболевских и гельдеровских классах. 

     Ключевые слова. Задача сопряжения, уравнения теплопроводности, вырождающиеся 

уравнения, разрывные коэффициенты. 
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ӨЗГЕШЕЛЕНГЕН ЖЫЛУӨТКІЗГІШТІК ТЕҢДЕУ ҮШІН БІР ТҮЙІНДЕС 

ЕСЕПТІҢ ШЕШІМІ 

 

     Коэффициенттері үзілісті жылуөткізгіштік есептері және өзгешеленген параболалық 

типтес теңдеулер, әрқайсысы жеке бұрыннан және жақсы зерртелген. Коэффициенттері 

үзілісті өзгешеленген жылуөткізгіштік теңдеу үшін бастапқы-шеттік есептер іс жүзінде  аз 

зерттелген. 

     Бұл жұмыс коэффициенттері үзілісті өзгешеленген жылуөткізгіштік теңдеу үшін бір 

түйіндес есепті зерттеуге арналған. Алдымен Фурье және Лаплас түрлендірулері 

mailto:koylyshov@mail.ru
mailto:beisenbaeva@mail.ru
mailto:koylyshov@mail.ru
mailto:beisenbaeva@mail.ru


Қожа Ахмет Ясауи атындағы Халықаралық қазақ-түрік университетінің хабарлары 

(математика, физика, информатика сериясы), № 1(16), 2021 

 

61 

 

көмегімен екі көмекші есептердің шешімдері құрылады, сонан соң көмекші есептердің 

шешімдерін қолдана отырып өзгешеленген жылуөткізгіштік теңдеу үшін бір түйіндес 

есептің шешімі табылады. Қойылған есептің іргелі шешімі құрылған және оның 

туындыларының бағасы табылған. Алынған нәтиже соболев және гельдер кластарында  

 

коэффициенттері үзілісті өзгешеленген жылуөткізгіштік теңдеу үшін бастапқы-шеттік 

есептерді зерттеу барысында қолданылады. 

     Кілттік сөздер. Түйіндес есеп, жылуөткізгіштік теңдеу, өзгешеленген теңдеу, үзілісті 

коэффициент. 
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SOLUTION OF ONE CONJUGATION PROBLEM FOR A DEGENERATE 

HEAT EQUATION 

 

     Problems of thermal conductivity with discontinuous coefficients and degenerate equations of 

parabolic type, each separately, have long been well studied. Initial-boundary value problems for 

the degenerate heat equation with discontinuous coefficients are practically not studied. 

     This paper is devoted to the study of a conjugation problem for a degenerate heat equation 

with discontinuous coefficients. First, the solution of two auxiliary problems is constructed using 

the Fourier transform and Laplace transform, then the solution of the conjugation problem for the 

degenerate heat equation is found using the solutions of auxiliary problems.  A fundamental 

solution of the problem is constructed and an estimate of its derivatives is found. The obtained 

result is used in the study of initial-boundary value problems for the degenerate heat equation 

with discontinuous coefficients in the Sobolev and Helder classes. 

     Keywords. Problem conjugation, heat conduction equation, degenerate equations, 

discontinuous coefficients. 

 

Введение 

     Дифференциальные уравнения в частных производных параболического типа с 

разрывными коэффициентами  изучены в работах [1-8]. Вырождающимся по времени 

уравнениям  теплопроводности посвящены работы [9-10]. Задачи сопряжения для 

вырождающегося по времени уравнениям параболического типа  с разрывными 

коэффициентами мало изучены.  

     В  статье [2],   методом потенциалов и сведением к интегральному уравнению доказано 

корректность одной  начально-краевой задачи для двумерного уравнения 

теплопроводности с разрывным коэффициентом в полуплоскости.  
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     Установлению априорных оценок  решения задачи Коши для уравнения 

параболического типа  с разрывными коэффициентами  через норму известных функций в 

соболевских  
1,2

2W - классах посвящена работа  [6].  

     В данной работе рассматривается одна задача сопряжения для уравнения 

теплопроводности с разрывными коэффициентами вырождающееся в начальный момент  

времени в n - мерном пространстве. 

     Построено фундаментальное решение данной задачи и получены оценки ее 

производных. 

Постановка задачи.  

    Рассматривается  следующая  задача: требуется найти функции ),(),,( 21 txutxu  в 

области  ),0,(1 + tRxD n

n   удовлетворяющие  уравнениям: 
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начальным  условиям: 

   ),()0,( 11 xxu =                ),()0,( 22 xxu =                                                                   (3) 

и условиям сопряжения: 

,0201 +=−= =
nn xx uu                                                                (4)                                                                           
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где ),...,,( 121 −= nxxxx ,  .1;2,1,0 = piki

 

 

Особенность задачи заключается в том, что уравнения (1) и (2)  с разрывными 

коэффициентами и в начальный момент  0=t  вырождаются. 

Метод решения. 

     Для решения задачи (1)-(5) сначала рассмотрим вспомогательную задачу A: 

требуется найти функции ),(),,( 21 txutxu  в области  ),0,(1 + tRxD n

n   

удовлетворяющие  уравнениям: 

 0,0,),,(),(),,( 1
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u
n
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n                       (7)                                                        

начальным  условиям: 

   ),()0,( 11 xxu =             ),()0,( 22 xxu =                                   (8) 

и условиям сопряжения: 

,0201 +=−= =
nn xx uu                                                               (9)                                                                           
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Применяя  к задаче (6)-(10) преобразование Фурье по переменным 
),...,,( 121 −= nxxxx  

и  преобразование Лапласа по переменной t  , получим  
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где   ),...,,( 121 −= nssss .      

Условия сопряжения (9)-(10) примут следующий вид:                                                

,
~~

0201 +=−= =
nn xx uu                                                                     (13) 
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Нетрудно заметить, что решение уравнения (11)-(12) имеют следующий вид: 
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Неизвестные 21, dc  найдем из условий сопряжения  (13)-(14). Подставляя найденные 

)2,1(,, =idc ii  в (15)-(16) получим решение задачи (11)-(14). 
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Применяя обратные преобразование Фурье и Лапласа к формулам (17)-(18), используя 

формулу свертки и формулы [11]:  
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(через         −− 11 , FL   обозначены соответственно обратные преобразование Лапласа 

и Фурье) имеем  
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Таким образом, мы получили решение  вспомогательной задачи (6)-(10) в виде (20)-(21).  

Известно [12],  что для функции  ( )n
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x

t

e
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=   справедлива оценка:  

m
kn

t

x

m

t

k

x

t

Сe
txDD

+
+

−



2

2

),(



, где 
4

1
 . 

Аналогичную оценку можно показать и для функции  ),,( txxG nn  −− : 

 

m
kn

t

x

nn

m

t

k

x

t

Сe
txxGDD

+
+

−
−

−−

2

2

),,(




  ,                                  (22) 

где  
22

22

2

11 )(...)()( nnxxxx  −++−+−=− . 
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Теперь рассмотрим вспомогательную задачу В: требуется найти функцию ),( txu  в 

области  ),0,(1 + tRxD n

n   удовлетворяющее  уравнению: 

 0,),,(),(),,( 1 =+=



+ tRxtxDtxtxfu

t

u
t n

n

p
,                                            (23)                                                      

и начальному  условию: 

   ),()0,( xxu =                                                               (24) 

Применяя  к уравнению (23) преобразование Фурье по переменным ),,...,,( 21 nxxxx =  

получим  

),,(
~~

~
2

tsfus
dt

ud
t p =+                                                                (25) 

где  ),,...,,( 21 nssss =
22

2

2

1 ... nssss +++= . 

Начальное условие (24) примет вид: 

),(~)0,(~ ssu =                                                                  (26) 

Решение уравнения (25) с учетом начального условия (26) имеет вид: 

( )


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−−
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t s
q

t

p

s
q

t
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sf

estsu

qqq

0

22

),(
~

)(~),(~ 







                                         (27)  

где pq −= 1 . 

Применяя обратное преобразование Фурье к равенству (27), используя формулу свертки и 

формулу (19),  получим решение задачи (23)-(24): 

 

( ) ( )
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q
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4
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
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Если введем обозначение 
( )

qt

xq

n
q

n

q e

t

q
tx 4

2

2

2

),(
−

=


, то формулу (28) можно написать в 

виде: 

  −−+−=

t

R
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R

q
nn

dftx
d

dtxtxu
0

),(),()(),(),( 



 .                   (29) 

Функция  ),( txq  в одномерном случае построена в работе [13].  Нетрудно заметить, что 

как в работе [12], можно получить оценку 

m
knq
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k
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t
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q

+
+

−
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2
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

, где 
4

1
 .                                             (30) 

Результаты исследования.  
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Теперь приступим к решению основной задачи (1)-(5).  Используя решения 

вспомогательных задач А и В, решения которых имеют вид (20)-(21)  и  (29),  можно 

получить решение задачи  

(1)-(5) в виде: 
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где       
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Таким образом,  мы полностью решили задачу (1)-(5). Нетрудно проверить, что 

полученные решения (31)-(32) удовлетворяют уравнениям (1)-(2), начальным условиям (3) 

и условиям сопряжения (4)-(5).  Аналогичную оценку можно получить для функции 

),,( txxG nnq  −− . 

m
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
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                                         (33) 

Решение задачи (1)-(5), и оценки (30) и (33), в дальнейшем можно использовать при 

исследовании дифференциальных свойств и получение априорных оценок начально-
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краевых задач для вырождающегося  по времени уравнения теплопроводности в 

соболевских и гельдеровских классах.  
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