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О РЕШЕНИИ СТОХАСТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ГЕЛЬМГОЛЬЦА МЕТОДОМ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФАЗОВОГО ПРОСТРАНСТВА ПО СКОРОСТЯМ 

 

 

       Классическая задача Гельмгольца - это задача построения по заданным обыкновенным 

дифференциальным уравнениям второго порядка эквивалентных дифференциальных 

уравнений в форме Лагранжа. В настоящей работе по уравнениям Ито второго порядка 

строятся эквивалентные по распределению стохастические уравнения лагранжевой 

структуры. Для решения стохастической задачи Гельмгольца используется метод 

преобразования фазового пространства. Полученные результаты иллюстрируются на двух 

примерах. Анализ разрешимости стохастической задачи Гельмгольца проводится в классе 

стохастических дифференциальных уравнений эквивалентных по распределению в отличие 

от работы [Tleubergenov, M.I., Azhymbaev, D.T. On the Solvability of Stochastic Helmholtz 

Problem. J. Math. Sci. Vol. 253. – P.297–305 (2021)], в которой задача Гельмгольца решается 

методом дополнительных переменных в классе стохастических дифференциальных 

уравнений эквивалентных почти наверное (п.н.). Исследование стохастической задачи 

Гельмгольца в классе уравнений эквивалентных по распределению позволяет существенно 

расширить область разрешимости этой задачи за счет возможности использовать в этом 

классе метода преобразования фазового пространства. 

       Ключевые слова: стохастические дифференциальные уравнения Ито, задача 

Гельмгольца, метод преобразования фазового пространства, эквивалентность уравнений по 

распределению.  
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ФАЗАЛЫҚ КЕҢІСТІКТІ ЖЫЛДАМДЫҚПЕН ТҮРЛЕНДІРУ ӘДІСІМЕН 

ГЕЛЬМГОЛЬЦТЫҢ СТОХАСТИКАЛЫҚ ЕСЕБІН ШЕШУ ТУРАЛЫ 

 

 

Гельмгольцтың классикалық есебі-Лагранж түрінде эквивалентті дифференциалдық 
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есебі болып табылады. Бұл жұмыста екінші ретті Ито теңдеулері бойынша Лагранж 

құрылымының баламалы стохастикалық теңдеулері құрылады. Гельмгольцтың 

стохастикалық есебін шешу үшін фазалық кеңістікті түрлендіру әдісі қолданылады. Алынған 

нәтижелер екі мысалда көрсетілген. Гельмгольцтың стохастикалық есебінің шешімділігіне 

талдау үлестіру бойынша эквивалентті стохастикалық дифференциалдық теңдеулер 

класында [Tleubergenov, M. I., Azhymbaev, D. T. On the Solvability of stochastic Helmholtz 

Problem] жұмысына қатысты жүргізіледі. J. Math. Sci. Vol. 253. - P. 297-305 (2021)], онда 

Гельмгольц есебі стохастикалық дифференциалдық теңдеулер класындағы қосымша 

айнымалылар әдісімен шешіледі (п.ғ. д.). 

Гельмгольцтың стохастикалық есебін эквивалентті үлестіру теңдеулері класында зерттеу осы 

кластағы фазалық кеңістікті түрлендіру әдісін қолдану мүмкіндігіне байланысты осы 

мәселенің шешілу аймағын едәуір кеңейтуге мүмкіндік береді. 

      Түйінді сөздер: стохастикалық дифференциалдық теңдеулер, Гельмгольц есебі, фазалық 

кеңістікті түрлендіру әдісі, үлестіру теңдеулерінің эквиваленттілігі. 
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ON THE SOLUTION OF THE STOCHASTIC HELMHOLTZ PROBLEM BY THE 

METHOD OF PHASE SPACE’S TRANSFORMATION BY VELOCITIES 

 

 

      The classical Helmholtz problem is the problem of constructing equivalent Lagrange-shaped 

differential equations from given second-order ordinary differential equations. In this paper, 

stochastic equations of the Lagrangian structure, equivalent in distribution, are constructed using the 

second-order Ito equations. The phase space transformation method is used to solve the stochastic 

Helmholtz problem. The results obtained are illustrated by two examples.  The solvability analysis 

of the stochastic Helmholtz problem is carried out in the class of stochastic differential equations 

equivalent in distribution, in contrast to the work [Tleubergenov, M. I., Azhymbaev, D. T. On the 

Solvability of Stochastic Helmholtz Problem. J. Math. Sci. Vol. 253. – P. 297–305 (2021)], in which 

the Helmholtz problem is solved by the method of addi-tional variables in the class of stochastic 

differential equations equivalent almost surely (a.s.).  The study of the stochastic Helmholtz 

problem in the class of equations equivalent in distribution allows us to significantly expand the 

domain of solvability of this problem due to the possibility of using the phase space transformation 

method in this class. 

       Keywords: stochastic differential equations, Helmholtz problem, phase space transformation 

method, equivalence of equations in distribution. 
    

Теория обратных задач динамики  в классе обыкновенных дифференциальных 

уравнений (ОДУ) [1-4] восходит к работе Еругина [5], где по заданной интегральной кривой 

строится множество ОДУ. Галиуллиным [1] предложена классификация основных видов 

обратных задач динамики в классе ОДУ, а также разработаны общие методы их решения. 

Разрешимость обратных задач динамики в классе стохастических дифференциальных 
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уравнений Ито исследуется в [6-11]. 

         Новый этап исследования обратных задач дифференциальных систем тесно связан с 

возросшим в последние десятилетия интересом к исследованию задачи Гельмгольца [12] 

(обзор работ по обратным задачам динамики, связанными с задачей Гельмгольца, см., 

например, в монографии [13]). Майер [14] и Суслов [15] независимо друг от друга показали, 

что классические условия Гельмгольца перехода от ньютоновых уравнений к эквивалентным 

лагранжевым являются не только необходимыми, но и достаточными условиями. 

         И решение задачи Гельмгольца [12] в более широком классе дифференциальных 

уравнений позволяет распространить на этот класс уравнений хорошо развитые 

математические методы классической механики. Отметим в этой связи двухтомную 

монографию Р. М. Сантилли [16,17], которая по разнообразию аспектов исследования задачи 

Гельмгольца и полноте изложения материала занимает особое место. Она посвящена задаче 

представления ОДУ второго порядка в виде уравнений Лагранжа, Гамильтона и Биркгофа.  

С дальнейшими исследованиями задачи Гельмгольца можно ознакомиться по работам 

[16,17,18], в которых приводятся как собственные исследования, в основном, в классе ОДУ и 

ДУЧП (дифференциальных уравнений в частных производных), так и проведен 

исторический обзор по развитию и обобщению указанной задачи. 

       Пусть заданы уравнения  

 ,),,(),,(= 21 dtyyYdttyyYyd  +                                           (a) 

                                             ,),,(),,(= 21 dtzzZdttzzZzd  +                                            (b) 

        Определение 1 [19]. Будем говорить, что уравнения (a) и (b) эквивалентны почти 

наверное (п.н.), если из )(=)(,)(=)( 0000 tztytzty   п.н. следует ,),,,(=),,,( 000000 zzttzyytty 

),,,(=),,,( 000000 zzttzyytty   п.н. при всех 0tt  . 

         А эквивалентность уравнений (a) и (b) по распределению понимается в смысле 

следующего определения.   

Определение 2 [19]. Будем говорить, что уравнения )(a  и )(b  d -эквивалентны (или 

эквивалентны по распределению), если для ,)(( 0
Tty TTty ))( 0  и 

TTT tztz ))(,)(( 00   с 

одинаковыми начальными распределениями на nR2  совпадают законы распределения 

процессов TTT tyty ))(,)((   и TTT tztz ))(,)((   в пространстве ))([0,= 22 nn RCW → . 

        Приведем, следуя R.M. Santilli [15], необходимое в дальнейшем следующее определение 

с учетом действия случайных возмущающих сил. 

        Определение 3. Назовем кинематической формой уравнения Ньютона при наличии 

случайных возмущений уравнение вида 

   ,),,(),,( j

j dtxxdttxxFxd 
 +=    ( )rjn ,1,,1 == .                         (1) 

           А уравнение вида 

,),,(' j

jk

kk

dtxxdt
x

L

x

L
d  


=




−














     ( )rjnk ,1,,1 ==                           (2) 

назовем стохастическим уравнением лагранжевой структуры.   

В дальнейшем будем предполагать, что функции, входящие в приведенные выше 

уравнения, обладают необходимой гладкостью и удовлетворяют теореме существования и 

единственности решения задачи Коши в классе стохастических дифференциальных 

уравнений Ито [19]. 

             Здесь )},(,),,({ 1  tt r  представляют систему случайных процессов с 

независимыми приращениями,  которые, следуя [20], можно представить в виде суммы 

процессов: += ),,()( 0
0 dytPyc  где 

T
r tt )),(,),,(( 1  = , −0 векторный  
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винеровский процесс; −0P  пуассоновский процесс; −),(0 dytP  число скачков процесса 0P  в 

интервале [0, t], попадающих на множество dy ; )(yc - векторная функция, отображающая 

пространство nR2  в пространство значений rR  процесса )(t   при любом t. 

           Уравнения (1), (2) являются стохастическими уравнениями второго порядка типа Ито, 

а под jd  понимаем  дифференциал в смысле Ито [21]. 

            Указанная задача при отсутствии случайных возмущений 0 '
jj   ,  

rjn ,1,,1 ==  рассмотрена в [15]. Здесь и далее по повторяющимся индексам сомножителей 

предполагается суммирование. Индексы ,,ki  изменяются от 1  до n , а индекс j  - от 1  до r.  

             Уравнениями вида (1) или (2) описываются важные в приложении модели 

механических систем, учитывающие воздействие внешних случайных сил: например, 

движение искусственного спутника Земли под действием сил тяготения и аэродинамических 

сил [22], или флуктуационный дрейф тяжелого гироскопа в кардановом подвесе [23] и др. 

           Постановка задачи. Пусть задана система стохастических уравнений Ито второго 

порядка вида (1). Требуется привести систему уравнений (1) к эквивалентным уравнениям 

лагранжевой структуры. 

          Рассмотрим преобразование фазового пространства по скоростям  

   ),,(=~ txxx ii                                                                    (3) 

в предположении, что 1 2 1
  txxi C   и существует обратное преобразование 

1 2 1
  ),~,(= txxCtxx 

    такое, что  

 .),~,(= txxx                                                                  (4) 

 Тогда в силу правила стохастического дифференцирования Ито [20] вычислим 

дифференциал  

 
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2
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=~  

и, следовательно,  имеет место соотношение 

 ,),~,(~),~,(
~

=~ j
ijii dtxxdttxxFxd   +                                            (5) 

где       ,
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Предположим далее, что функции i  при заданных iF  и ij  таковы, что в 

пространстве )~,( xx   относительно переменных iF
~

 и ij~  имеют место соотношения (условия 

Гельмгольца [15]):  

 0,=~

~

~

~









x

F

x

F

 


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


                                                              (6) 
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                                                          (7) 
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которые обеспечивают существование некоторого ),~,(
~

=
~

txxLL   и переход от уравнений (6) к 

уравнениям лагранжевой структуры  

 .),~,(~=

~

)~

~

( j

ij

ii

dtxxdt
x

L

x

L
d  

 


−




                                       (9) 

 Таким образом, справедлива 

 Теорема 1.  Пусть существует преобразование (3) 
1 2 1

  ),,(= txxii Ctxx   , имеющее 

обратное (4) 
1 2 1

  ),,(= txxCtxx     и удовлетворяющее условиям (7)-(9). 

Тогда заданное в пространстве ),( xx   уравнение (1) эквивалентно по распределению 

уравнению лагранжевой структуры (10) в пространстве )~,( xx  . 

Замечание 1.1. Теоремой 1 удобно воспользоваться, если в задаче прямого 

представления функции iF  не удовлетворяют условиям Гельмгольца [20] в пространстве 

),( xx  . А в случае, когда iF  удовлетворяют классическим условиям Гельмгольца, i  

достаточно положить равными ii x  и условия (6)-(8) в этом случае совпадут с условиями 

Гельмгольца в пространстве ),( xx  . 

Пример 1. Рассмотрим плоское движение симметричного спутника по круговой 

орбите в предположении изменения тангажа под действием сил тяготения и 

аэродинамических сил [22]  

 (2.100),),(),(=   +f                                                             (10) 

где   - угол тангажа, а функции f  and   имеют вид  

].(2.101))([=],)([2sin=   ++− gQgQQlf                                 (11)  

Пусть преобразование фазового пространства (3) имеет вид 
~

 a− =),(= , где 

a  - пока неизвестный коэффициент. Используя правило стохастического 

дифференцирования Ито, а также выражения f  и   из (11) найдем коэффициенты f
~

 и ~  

преобразованного уравнения  
),(~),(

~
=

~
+f . А из требования 0=

~
/

~



f  (условие 

Гельмгольца в одномерном случае [15]) определим Qa −= . В итоге уравнение (10) 

преобразуется к виду  

 .(2.102))]
~

()([)(2=
~

 
QgQQgQlsin −++−                             (12) 

 Функцию Лагранжа будем искать в виде +++ 22 )(
2

1
=)(

~

2

1
=  QWL 

)(W  и 

определим )(W  так, чтобы уравнение (12) было эквивалентно по распределению 

уравнению лагранжевой структуры. 

После несложных вычислений получим, что стохастическое уравнение лагранжевой 

структуры с заданным L  эквивалентно уравнению  
 'WQ ++22=

~
. Следовательно, 

сравнивая полученное уравнение с уравнением (12), определим )(W  как 

−−−−  )(2
2

1
=  QQGQlcosW 222

2

1
Q , где  dgG )(=  , и в предположении ='

])([==  +gQ  приходим по теореме 1 к выводу, что преобразование   с Qa −=  
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обеспечивает существование лагранжиана )
2

1
)(2

2

1
(

~

2

1
= 222  QGlcosQL +++−


 и 

построение уравнения лагранжевой структуры вида  

 



 )

~
,(~=

~
 




−



 LL

dt

d
              

эквивалентного по распределению уравнению (10). 

Пример 2. Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение второго порядка, 

описывающее движение внутреннего кольца гироскопа в кардановом подвесе [23]  

 (2.109),=)(2   f++                                                 (13) 

где   - угол поворота внутреннего кольца. Здесь коэффициент при белом шуме 1= . 

Аналогично примеру 1 преобразование фазового пространства определим в виде =
~



 ai −=  =),( . Условия Гельмгольца будут выполняться при 2= −a  и       уравнение 

(13) примет вид  

 .(2.110))(=
~

 
+−g                                                  (14) 

 Положим функцию Лагранжа равной )(
2

1
= 2  +L  и аналогично примеру 1 

определим   и 
'  в виде  

 1,==/2,4)(2=)( 22  'G −−−  где  ).(=)(
 




gG
d

d
 

На основании этого приходим к выводу, что лагранжиан 

/2)4)((2
~

2

1
= 222  ++− GL


 обеспечивает представление уравнения (13), определенного 

в пространстве ),(    в виде стохастического уравнения лагранжевой структуры  

 



 =)~(

 




−



 LL

dt

d
 

в пространстве )
~

,( 


. 

Ранее на примерах 1 и 2 в работе [11] по заданным уравнениям (10) и (13) в задаче 

прямого построения лагранжиана строились уравнения лагранжевой структуры методом 

дополнительных переменных в классе стохастических дифференциальных уравнений 

эквивалентных п.н. 

 

Данное исследование финансируется Комитетом науки Министерства образования и науки 

Республики Казахстан (Грант № AP 09258966). 
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