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ЖӘЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР ҤШІН БЕЙЛОКАЛДЫ ШАРТТЫ ШЕТТІК ЕСЕПТІҢ 

ШЕШІЛІМДІЛІК ЖАҒДАЙЛАРЫ 

CONDITIONS FOR SOLVABILITY OF A BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR ORDINARY 

DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH NONLOCAL CONDITIONS 

УСЛОВИЯ РАЗРЕШИМОСТИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С НЕЛОКАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ 

 
Аңдатпа.

 
Бұл мақалада бейлокальды шекаралық шарттары бар жәй дифференциалдық теңдеулерді 

зерттеу үшін Д. Джумабаевтың параметрлеу әдісі қолданылады. Есепті шешу барысында арнайы  0y   

параметр енгізіліп,    y x u x    алмастыру жасалады. Қарастырылып отырған есеп екі бӛлікке 

бӛлінеді: біріншісі - жәй дифференциалдық теңдеу үшін Коши есебі, екіншісі - енгізілген параметрге қатысты 

сызықтық теңдеу. 

Коши есебінің шешімін анықтау үшін орамдар теориясына негізделген Микусинскийдің операторлық 

әдісі пайдаланылады. Микусинскийдің операторлық әдісі - жәй дифференциалдық және интегралдық 

теңдеулерді шешуде қолданылатын тиімді аналитикалық құрал. Бұл әдіс орамдар (свертка) теориясына 

негізделген және операторлық есептеулер арқылы теңдеулердің шешімін табуға мүмкіндік береді. 

Микусинский әдісінің негізгі ерекшелігі - дифференциалдық теңдеуді арнайы анықталған операторлар 

кӛмегімен түрлендіру арқылы оны алгебралық түрде қарастыру болып табылады. Осы әдіс негізінде 

параметр   мәндеріне байланысты Коши есебінің шешімі анықталып, ол шеттік шарттарға қойылады. 

Нәтижесінде, енгізілген , 
 
параметрлерге қатысты сызықтық теңдеулер жүйесі алынады. 

Алынған теңдеудің параметрлеріне қатысты шешімділігіне байланысты бастапқы бейлокальды 

шеттік есептің шешімділігі туралы теоремалар тұжырымдалады. Зерттеу нәтижелері бейлокальды 

шарттары бар дифференциалдық теңдеулерді шешудің тиімді жолдарын кӛрсетіп, олардың теориялық 

негіздерін нақтылайды.  

Негізгі сөздер: бейлокал шартты, шекаралық есеп, параметрлеу әдісі, Коши есебі, бірмәнді 

шешілімділік, опреаторлық әдіс, орамдар теориясы. 

 

Abstract. In this paper, Dzhumabaev's parameterization method is used to study ordinary differential equations 

with nonlocal boundary conditions. The parameter  0y   was introduced and the replacement 

   y x u x    was performed. The problem under consideration is divided into two parts: the first is the Cauchy 

problem for an ordinary differential equation, the second is a linear equation with respect to the introduced parameter.  

To determine the solution to the Cauchy problem, the Mikusinsky operator method is used, based on the 

convolution theory. The Mikusinsky operator method is an effective analytical tool used to solve ordinary differential 

and integral equations. This method is based on the theory of convolutions and allows finding solutions to equations 

using operator calculations. The main feature of Mikusinsky's method is that it is considered algebraically, by 

transforming the differential equation using specially defined operators. Based on this method, using the values of  , 

we determine the solution to the Cauchy problem and, by placing it on the boundary conditions, we obtain a system of 

linear equations associated with the introduced parameters ,  . 

https://doi.org/10.47526/2025-3/2524-0080.30
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Theorems on the solvability of the original nonlocal boundary value problem are formulated based on the 

solvability of the resulting equation with respect to its parameters. The results of the study demonstrate effective 

methods for solving differential equations with nonlocal conditions and clarify their theoretical foundations. 

Key words: nonlocal conditions, boundary value problem, parameterization method, Cauchy problem, unique 

solvability, operator method, convolution theory. 

 

Аннотация. В данной статье метод параметризации Джумабаева используется для исследования 

обыкновенных дифференциальных уравнений с нелокальными граничными условиями. Был введен параметр 

 0y  и выполнена замена    y x u x   . Рассматриваемая задача разделена на две части: первая -

задача Коши для обыкновенного дифференциального уравнения, вторая - линейное уравнение относительно 

введенного параметра. Для определения решения задачи Коши используется метод оператора  

Микусинского, основанный на теории сверток. Операторный метод Микусинского является 

эффективным аналитическим инструментом, используемым для решения обыкновенных дифференциальных и 

интегральных уравнений. Этот метод основан на теории сверток и позволяет находить решения уравнений 

посредством операторных вычислений. Главной особенностью метода Микусинского является то, что он 

рассматривается алгебраически, путем преобразования дифференциального уравнения с помощью специально 

определенных операторов. На основе этого метода по значениям   определяем решение задачи Коши и, 

поставив его на граничные условия, получаем систему линейных уравнений, связанную с введенными 

параметрами ,  .  

Формулируются теоремы о разрешимости исходной нелокальной краевой задачи на основе 

разрешимости полученного уравнения относительно его параметров. Результаты исследования 

демонстрируют эффективные способы решения дифференциальных уравнений с нелокальными условиями и 

проясняют их теоретические основы. 

Ключевые слова:  нелокальные условия, краевая задача, метод параметризации, задача Коши, 

однозначная разрешимость, операторный метод, теория сверток. 

 

Кіріспе 

Дифференциалдық теңдеулер әртҥрлі физикалық, биологиялық және инженерлік 

процестерді математикалық модельдеуде маңызды рӛл атқарады. Классикалық тҧрғыда 

шекаралық шарттар қарастырып отырған есептің  белгілі бір нҥктелеріндегі мәндерді беру 

арқылы анықталады. Алайда кӛптеген практикалық есептерді шешу барысында, шеттік 

шарттар шешімнің бҥкіл аймақтағы нҥктелерінде немесе оның бір бӛлігінің интегралы 

арқылы немесе басқа да тәуелділіктер тҥрінде анықталады, яғни бейлокальды шеттік 

шарттар пайда болады. 

Мҧндай есептер жылуӛткізгіштік теориясы, деформацияланған қатты дене механикасы, 

биофизика және экология сияқты салаларда кездеседі. Мысалы, жылу таралу есесбінде жылу 

кӛздерінің жиынтығын есептеуді модельдеу барысында интегралдық шекаралық шарттар 

туындайды, ал популяциялардың таралуын сипаттайтын биология есептерінде шеттік 

шарттар индивидтердің таралуынан жаһандық тәуелділігін қамтуы мҥмкін бейлокалдық 

шарттармен беріледі. 

Бейлокальды шеттік шарттары бар дифференциалдық теңдеулерді зерттеу теориялық 

және қолданбалы маңызға ие. Бір жағынан, шешімдердің бар болуы мен бірегейлігін 

анықтау, сондай-ақ олардың аналитикалық және сандық әдістерін әзірлеу маңызды. Екінші 

жағынан, мҧндай модельдерді практикалық қолдану тиімді есептеу алгоритмдерін дамытуды 

және оларды нақты есептерге бейімдеуді талап етеді. 

Соңғы жылдарда дифференциалдық теңдеулер ҥшін бейлокалдық шекаралық есептер 

зерттеушілердің назарын барған сайын кӛбірек аударуда. Себебі, бейлокалдық шарттар 

шешімнің мәндерін тек облыстың шекарасында ғана емес, оның ішкі нҥктелерінде немесе 

интегралдық байланыстыр ретінде беріледі.  

А.М. Нахушев дифференциалдық теңдеулер ҥшін бейлокалды шекаралық есептер 

теориясының дамуына елеулі ҥлес қосты. Ол алғаш рет ығысуы бар шекаралық есеп, 

бейлокалды есептер және жҥктелген теңдеулер ҧғымдарын енгізді, бҧл осы саладағы одан әрі 
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зерттеулердің негізіне айналды. [1] жҧмысында ол шекаралық шарттары шешімнің облыстың 

басқа нҥктелеріндегі мәндеріне немесе облыс бойынша интегралдарға тәуелді болатын 

есептерді зерттеді, бҧл шешімнің жергілікті қасиеттеріне оның ғаламдық сипаттарының 

әсерін кӛрсетеді. 

А.А. Самарский мен Н.И. Ионкин бҧл есептерді шешудің сандық әдістерін дамытуға 

айтарлықтай ҥлес қосты, олар бейлокалдық шекаралық шарттар ҥшін орнықты айырмалар 

схемаларын жасады [2]. 

Сонымен қатар, М.А. Садыбековтың парабола-гипербола типті теңдеулер ҥшін 

бейлокалдық шекаралық есептердің спектрлік қасиеттеріне арналған зерттеулері маңызды 

[3]. Әртҥрлі теңдеулер ҥшін локальді емес есептер кӛптеген авторлардың жҧмыстарында 

қарастырылды [4-8]. 

Бҧл мақалада бейлокальды шекаралық шарттары бар дифференциалдық теңдеулерді 

зерттеудің негізгі тәсілдері қарастырылады. Шеттік есептерді шешудің жаңа бір әдісі ретінде 

профессор Д.Джумабаевтың [9] параметрлеу әдісі қолданылады. Бастапқы кезде параметрлеу 

әдісі дифференциальдық теңдеулер ҥшін шеттік есептерді шешуде қолданылған болатын 

[10]. Кейін ол интегралдық - дифференциалдық теңдеулер ҥшін шеттік есептерді шешуде 

[11-13], дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер ҥшін бастапқы - шеттік есептерді 

шешуде кеңінен қолданылатын болды [14,15]. 

Зерттеу әдістері және негізгі нәтижелер 

 0,1  кесіндісінде интегралдық шартты шеттік есепті қарастырамыз: 

     y x y x f x   ,  0,1x    (1) 

 0 0y  ,   (2) 

     
1

0

0 1y y y x dx       (3) 

мҧндағы,  f x
 
-  0,1  кесіндісінде ҥзіліссіз функция. ,  - тҧрақтылар.  -параметр.  

Анықтама. (1) - (3) есебінің шешімі деп (1) дифференциалдық теңдеуді және (2), (3) 

шеттік шарттарды қанағаттандыратын  0;1 кесіндісінде ҥзіліссіз дифференциалданатын 

 y x функциясын айтамыз. 

Кесіндінің бастапқы нҥктесінде  0y   параметрін енгіземіз және    y x u x    

алмастыруын жасаймыз. Сонда (1)-(3) есебі келесі эквивалентті есепке келтіріледі: 

     u x u x f x     ,  0,1x   (4) 

   0 0, 0 0u u    (5) 

   
1

0

1u u x dx           (6) 

мҧндағы,    f x f x    . 
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  Лемма. (1) - (3) есебі (4) - (5) есебіне эквивалентті. Егер   ,u x   жҧбы (4) - (5) 

есебінің шешімі болса, онда    y x u x   ,  0y 
 
бастапқы берілген (1) - (3) есебінің 

шешімі болады. Керісінше, егер  y x  функциясы (1) - (3) есебінің шешімі болса, онда 

  ( )u x y x   ,  0y   функциясы (4) - (6) есебінің шешімі болады.   

Коши есебінің шешімін Микусинский ҧсынған операциялық есептеулер [16] арқылы 

анықтаймыз 

         2 20 0u x s u x su u s u x       (7) 

болса, онда (4) теңдеу мына тҥрге келтіріледі:  

     2s u x u x f x   .  (8) 

Бҧдан  

   2

1
u x f x

s 




.  (9) 

Енді   - параметрінің әр тҥрлі жағдайларында  u x  функциясын қарастырамыз:  

0   болған жағдайда. 

Егер 0   болса, онда    2

1
u x f x

s

  болады. Сонда  u x  функциясын келесі тҥрде 

жазып аламыз:  

               
2

2

0 0 0

1

2

x x x
x

u x f x x f d x f d x f d
s

                      (10) 

Шыққан ӛрнекті шеттік шарттарға қою арқылы   параметрінің мәнін анықтаймыз: 

   
1

0

1u u x dx        
 

 

       
1 1

0 0 0

1

x

f d x f d dx                 
 

 

       
1 1 1

0 0

1 f d f d x dx


                 
 

 

   
 

 
21 1

0 0

1
1

1 1 2
f d f d

 
     

   


  

     .   (11) 

Теорема 1. 0  , 1   болсын. Онда (1) - (3) теңдеуінің  y x шешімі бар болады 
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         
 

 
21 1

0 0 0

1
1

1 1 2

x

y x x f d f d f d
 

       
   


    

      . 

Дәлелдеуі. (10) және (11) теңдіктерінен анықталған   ,u x   жҧбы (4)-(6) есебінің 

шешімі болсын. Онда  u x  пен   мәндері арқылы анықталатын    y x u x  
  

шешімі (1) 

- (3) есебінің шешімі болатындығын кӛрсетеміз. Ол ҥшін    y x u x  
 
алмастыруына 

 u x  пен   мәндерін  қойып  y x - ты анықтаймыз: 

         
 

 
21 1

0 0 0

1
1

1 1 2

x

y x x f d f d f d
 

       
   


    

     
 

(12) 

Шыққан (12) шешім  (1)      y x y x f x    дифференциалдық теңдеуді, (2) 

 0 0y  және (3)      
1

0

0 1y y y x dx     шеттік шарттарын қанағаттандыратынын 

тексереміз: 

1.    
x

dfxy
0

  ,         y x f x  ,             0y x y x f x f x f x      . 

Демек (1) дифференциалдық теңдеуді қанағаттандырады.  

2.  0 0y   шеттік шарты орындалады. 

3.      
1

0

0 1y y y x dx          
 

 
21 1

0 0

1
1

1 1 2
f d f d

 
    

   


  

      

       
 

 
21 1 12

0 0 0

1
1 1

1 1 2
f d f d f d

 
        

   


     

     
 

 

 
     

 
 

2 21 1 12

0 0 0

1 1
1 0

2 1 1 2
f d f d f d

  
       

   

 
    

       

Тепе-теңдік орындалды. Демек (3) шеттік шартты да қанағаттандырады. Теорема 

дәлелденді. 

0  болған жағдай.

 
0  болған жағдайда    2

1
u x f x

s 




,    f x f x   
 

болады. Сонда  u x  

функциясын келесі тҥрде жазып  аламыз:  

 
 

     2
2

0

1 1
sin

x

u x f x x f d

s

   


    



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     
0 0

1
sin sin

x x

x f d x d


      
 

     
 

 

     
0

1
sin 1 cos

x

x f d x     


      (13) 

 

Шыққан ӛрнекті шеттік шарттарға қоямыз: 

         
1 1

0 0

1 1 1u u x dx u u x dx                  
 

Бҧдан  

 
 

 
 

1

0

1
1

1 1
u u x dx


 

   
 

       (14) 

болады.  1u  және  
1

0

u x dx  мәндерін анықтап (14) теңдігіне қоямыз. Сонда  

      










 

1

0

cos11sin
1

1





 df

 
 

     


















 

1

0

sin
1

11cos1
1

1








df

, 

Осыдан   параметрінің мәнін анықтаймыз:  

 

     
1

0

1
sin 1 cos 1

cos sin
f d          

     
     
  
   (15) 

Теорема 2. 0  болғанда 1,0    , 
2 24 k   болсын.  

Онда (1) - (3) теңдеуінің  y x шешімі бар болады: 

      

x

dfxxy
0

sin
1


  

     
1

0

cos
sin 1 cos 1

cos sin

x
f d


         

     
     
  


  

(16) 

Дәлелдеуі.

 

(13) және (15) теңдіктерінен анықталған   ,u x   жҧбы (4) - (6) есебінің 

шешімі болсын. Онда  u x  пен   мәндері арқылы анықталатын    y x u x  
 
шешімі (1) 
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- (3) есебінің шешімі болатындығын кӛрсетеміз. Ол ҥшін    y x u x  
 
алмастыруына (13) 

және (15) теңдіктерінің оң жағын қойып  y x - ты анықтаймыз: 

     
0

1
sin

x

y x x f d   


    

 

     
1

0

cos
sin 1 cos 1

cos sin

x
f d


         

     
     
  
  

Шыққан (16) шешім (1)      y x y x f x    дифференциалдық теңдеуді, (2)  0 0y 

және (3)      
1

0

0 1y y y x dx     шеттік шарттарын қанағаттандыратынын тексереміз. Ол 

ҥшін  y x ,  y x -ті анықтап аламыз. 

     
0

1 sin
cos

cos sin

x
x

y x x f d
 

    
      

    
 

  

 

     
1

0

sin 1 cos 1 f d              
   

 

       
0

1 cos
sin

cos sin

x
x

y x f x x f d
 

     
      

     
 

  

     
1

0

sin 1 cos 1 f d              
  . 

 

Бастапқы теңдеуге қоямыз: 

 

1.      
0

cos
sin

cos sin

x
x

f x x f d
 

    
     

   
 

  

 

         
1

0 0

sin 1 cos 1 sin

x

f d x f d
 

              


        
  

 
 

       
1

0

cos
sin 1 cos 1

cos sin

x
f d f x

 
         

     
       
  


 
 

   f x f x . 

Тепе-теңдік орнады, демек шешім  y x - бастапқы (1) теңдеуін қанағаттандырады. Енді 

 y x шеттік шарттарды да қанағаттандыратындығын тексереміз: 
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2.  0 0y 

 
3.  0y ,  1y ,  

1

0

y x dx  -ті анықтап алып (3) шеттік шартқа қоямыз. 

       
1

0

1
0 sin 1 cos 1

cos sin
y f d         

     
      
  
 , 

 

     
1

0

1 cos
1 sin 1

cos sin
y f d


   

      
    

 
  

 

     
1

0

sin 1 cos 1 f d              
  , 

 

     
1 1

0 0 0

1 cos
sin

cos sin

x
x

y x dx x f d


   
      


   

 
    

 

     
1

0

sin 1 cos 1 f d dx         


       


  

 

   
1 1 1

0 0

1 cos
sin

cos sin

x
f d x dx




   

      
    

 
    

 

     
1

0

sin 1 cos 1 f d dx               
   

 

    
 

1

0

1 sin
cos 1 1

cos sin
f d


   

       
     

 
  

 

     
1

0

sin 1 cos 1 f d              
  . 

Сонда келесі теңдік алынады: 

     
1

0

)(10 dxxyyy 

 

     
1

0

1
sin 1 cos 1

cos sin
f d         

     
      
  
  

 

       
1 1

0 0

sin
1 cos sin 1 cos 1 1f d f d

   
         

 

   
           

  
   

немесе 
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     
1

0

sin 1 cos 1 f d             
 

 

     
1

0

1
sin 1 cos 1 f d        



 
     

 
  

Сонымен  y x  ҥшінші шартты да қанағаттандырады.Теорема дәлелденді. 

0   болған жағдайда    
 

 22
2

1 1
u x f x f x

s s 

  
  

,    f x f x     

болады. Сонда  u x  функциясын келесі тҥрде жазып аламыз:  

 
 

     2
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1 1 1 1 1

2 2
u x f x f x f x

s ss    
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  (17) 
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



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x

1
1

0  

Шыққан ӛрнектің  1u   
0

x

u x dx  мәндерін есептеп  шеттік шарттарға қоямыз: 

      


dfshu 

 



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1
1
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Енді   мәнін анықтаймыз: 

        
1

0 0

1
1 1

1

x

u u x dx sh f d

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1
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Сонымен  

      
1

0

1
1 1sh ch f d

ch sh
          

     
       
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  . (18) 

 

Теорема 3. 0   болғанда 0, 1    , 
2 24 k   , 0   болсын. Онда (1)-(3) 

теңдеуінің  y x шешімі бар болады: 

      


  


xchdfxshxy

x

0

1

 
 

      
1

0

1
1 1sh ch f d

ch sh
         

     
       
     

   (19) 

 

Дәлелдеуі.

 

(17) және (18) теңдіктерінен анықталған   ,u x   жҧбы (4) - (6) есебінің 

шешімі болсын. Онда  u x  пен   мәндері арқылы анықталатын    y x u x  
  

(19) 

шешімі (1) - (3) есебінің шешімі болатындығын кӛрсетеміз. Ол ҥшін    y x u x  
 

алмастыруына (17) және (18) теңдіктерінің оң жағын қоямыз. 

Шыққан (19) шешім (1)      y x y x f x    дифференциалдық теңдеуді, (2)  0 0y 

және (3)      
1

0

0 1y y y x dx     шеттік шарттарын қанағаттандырады. Ол ҥшін   y x , 

 y x -ті анықтап аламыз. 
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Табылған мәндерді бастапқы дифференциалдық теңдеуге қоямыз: 

     y x y x f x          
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Енді шеттік шарттарды тексереміз.  1y ,  
1

0

y x dx  мәндерін есептейміз.     
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Шешім  y x  (3) шеттік шартын қанағаттандырады. Теорема дәлелденді. 

Қорытынды 

Бҧл жҧмыста жәй дифференциалдық теңдеулер ҥшін бейлокал шартты шеттік есеп 

қарастырылды. Қарастырылып отырған есептердің шешілімділігін алу жолдары кӛрсетіледі. 

Шешімнің бірегейлігі мен бар болуын дәлелдеу ҥшін Микусинский теориясы 

пайдаланылады.  

Бҧл жҧмыс Қазақстан Республикасы Ғылым және жоғары білім министрлігінің 

грантымен (грант № AP23488086) қолдау тапты. 
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