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ГИПЕРБОЛАЛЫҚ ТЕҢДЕУ ҤШІН ҚОЙЫЛҒАН ДИСКРЕТТІ КЕРІ ЕСЕП ПЕН КӚМЕКШІ ЕСЕП 

ШЕШІМДЕРІНІҢ АРАСЫНДАҒЫ БАЙЛАНЫС 

RELATIONSHIP BETWEEN SOLUTIONS OF DISCRETE INVERSE AND AUXILIARY PROBLEMS  FOR 

A HYPERBOLIC EQUATION  

СВЯЗЬ МЕЖДУ РЕШЕНИЯМИ ДИСКРЕТНОЙ ОБРАТНОЙ И ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ ЗАДАЧ ДЛЯ 

ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ  

 

Аңдатпа. Гельфанд-Левитан әдісі бойынша гиперболалық теңдеу үшін кері есептерді шешудің бір 

ӛлшемді және кӛп ӛлшемді әдістері бірінші және екінші текті Фредгольм интегралдық теңдеулерінің сандық 

шешіміне әкеледі. Бұл жұмыста Гельфанд-Левитан әдісімен зерттелетін гиперболалық теңдеу үшін қойылған 

дискретті кері есеп пен дискретті кӛмекші есеп шешімдерінің арасындағы байланыс қарастырылады. 

Алдымен гиперболалық теңдеу үшін қойылған дискретті кері есеп пен дискретті кӛмекші есеп қойылымдары 

және осы есептердің шешімі болатын торлық фукнциялардың қасиеттері келтіріледі. Кӛмекші дискретті 

есептің шешімі арқылы анықталатын торлық функцияның құрылымы және осы торлық функция мен 

дискретті кері есептің шешімі болатын ізделінді торлық функция арасындағы байланыс туралы леммалар 

дәлелденеді. Леммаларды дәлелдеу барысында дискретті кӛмекші есептің шешімінің және Дирактың дельта 

функциясының дискретті аналогының қасиеттері ескеріледі. Дискретті кері есеп шешімінің бар болуы және 

оның жалғыздығын кӛрсететін теорема дәлелденеді.  

Негізігі сөздер: гиперболалық теңдеу, дискретті кері есеп, кӛмекші дискретті есеп, шешімнің 

қасиеттері. 

 

Abstract. One-dimensional and multidimensional methods for solving inverse problems for a hyperbolic 

equation by the Gelfand-Levitan method lead to the numerical solution of Fredholm integral equations of the first and 

second kind. This paper examines the connection between a discrete inverse problem and solutions to a discrete 

auxiliary problem for a hyperbolic equation studied by the Gelfand-Levitan method. First, we present the formulations 

of the discrete inverse problem and the discrete auxiliary problem for the hyperbolic equation, as well as the properties 

of the grid functions that are solutions to these problems. Lemmas are proved about the structure of the grid function 

determined by the solution of the auxiliary discrete problem, and the connection of this grid function with the desired 

grid function, which is the solution to the discrete inverse problem. When proving the lemmas, the properties of the 

solution to the discrete auxiliary problem and the discrete analogue of the Dirac delta function are taken into account. 

A theorem showing the existence of a discrete inverse problem solution and its uniqueness is proved. 

Key words: hyperbolic equation, discrete inverse problem, auxiliary discrete problem, properties of the 

solution. 

 

Аннотация. Одномерные и многомерные методы решения обратных задач для гиперболического 

уравнения методом Гельфанда-Левитана приводят к численному решению интегральных уравнений 

Фредгольма первого и второго рода. В данной работе рассматривается связь между дискретной обратной 

задачей и решениями дискретной вспомогательной задачи для гиперболического уравнения, изучаемого 

методом Гельфанда-Левитана. Сначала приводятся постановки дискретной обратной задачи и дискретной 

вспомогательной задачи для гиперболического уравнения, а также свойства сеточных функций, являющихся 

решениями этих задач. Доказаны леммы о структуре сеточной функции, определяемой решением 

вспомогательной дискретной задачи, и связи этой сеточной функции с искомой сеточной функцией, 

являющейся решением дискретной обратной задачи. При доказательстве лемм учитываются свойства 

решения дискретной вспомогательной задачи и дискретного аналога дельта-функции Дирака. Доказана 

теорема, показывающая существование и единственность решения дискретной обратной задачи. 

Ключевые слова: гиперболическое уравнение, дискретная обратная задача, вспомогательная 

дискретная задача, свойства решения. 
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Кіріспе 

Жҧмыста гиперболалық теңдеу ҥшін қойылған дискретті кері есепті зерттеу ҥшін 

енгізілген кӛмекші дискретті есепте Гельфанд-Левитан әдісі қолданылады. 

Гельфанд-Левитан әдісі кері есептер теорясында кең таралған әдістердің бірі болып 

табылады. Оның негізгі идеясы сызықтық емес кері есепті Фредгольмның сызықты 

интегралдық теңдеулерінің бір параметрлі ҥйіріне келтіруден тҧрады.  

Гельфанд-Левитан әдісінің идеясын А.С.Алексеев [1], G.Kunetz [2], Б.С.Парийский [3] 

еңбектерінен бастап сейсмиканың кері есептерінде кӛптеп қолданылды. А.С.Благовещенский 

[4] акустиканың кері есебі ҥшін Гельфанд-Левитан әдісінің динамикалық нҧсқасын 

қҧрастырды. А.С.Алексеев пен В.И.Добринский [5] Гельфанд-Левитан әдісінің дискретті 

аналогын сейсмиканың бір ӛлшемді кері кинематикалық есебінің сандық шешу 

алгоритмдерін зерттеуде қолданды. Соңғы жылдары Гельфанд-Левитан әдісінің әртҥрлі кері 

есептерде қолданылуы [6]- [14] еңбектерде ҧсынылды. 

Бҧл жҧмыста Гельфанд-Левитан әдісі бойынша гиперболалық теңдеу ҥшін қойылған 

дискретті кері есепті зерттеу мақсатында кӛмекші дискретті есеп енгізіліп, осы кӛмекші 

дискретті есептің шешімінің қасиеттері кӛрсетіледі.   

Есептің қойылымы 

 

,  (1) 

 

,  (2) 

 

  (3) 

 

 Сонымен қатар  ҥшін 

 

 
 

екенін атап ӛтуіміз керек.  

 

  (4) 

 

  (5) 

 

Мҧндағы  және  ҥшін 
 

 
 

Сонымен қатар  ҥшін 

 

, 

 

мҧндағы 

 

 
Лемма 1. Айталық  торлық  функциясы  
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  (6) 

         

формуласы бойынша анықталсын. Сонда  

 

  (7) 

 

Дәлелдеуі. Жоғарыда кӛрсетілген (6) формуласынан 

 

 
 

  (8) 

 

екендігі шығады. Ал  , яғни   ҥшін 

 

 
 

болғандықтан және  

 

 
 

екендігін ескере отырып, (8) формуласынан (7) формуласын аламыз. Лемма 1 дәлелденді.  

          Лемма 2. Айталық  торлық  функциясы дискретті (1)-(3) кері есебінің шешімі және  

  (9) 

 

болсын, мұндағы 

 

 
 

(  үшін торлық  функциясының жұп жалғасуы). Сонда торлық  функциясы  

 

  (10) 

 

теңдеуін және келесі шарттарды 
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  (11) 

 

қанағаттандырады. 

Дәлелдеуі. (9) және (1) формулаларын ескере отырып 

 

 
 

 
 

 
 

. 

 

екендігін аламыз. 

 Енді (11) шарттарының орындалатындағын кӛрсетеміз. Алдымен (9) және (2), (3) 

бойынша 
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Сонымен лемма 2 дәлелденді.  

Лемма 3. Айталық торлық  функциясы (4)-(5) есебінің шешімі болсын, ал торлық 

 функциясы келесі формулалар арқылы анықталсын: 

 

 
 

 
 

  (12) 

 

Сонда торлық  функциясы (10) теңдеуін қанағаттандырады және (4)-(5) есебінің 

шешімінің жалғыздығынан шығатыны    

                      

 
 

Дәлелдеуі. (12) және (4) формулаларын ескере отырып,  

 

 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

екендігін аламыз. Лемма 2 дәлелденді. 

Теорема. Айталық   болсын. Сонда әрбір белгіленген   үшін 

 

 
 

формуласы бойынша анықталған торлық  функциясы келесі сызықтық 
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  (13) 

 

алгебралық теңдеулер жүйесінің шешімі болады.                 

           Дәлелдеуі. Алдымен (12) формуласы бойынша  

 

  (14) 

 

Соңғы (14) теңдігіне келесі теңдіктерді қоямыз: 

 

, 

 

. 

 

Сонда келесі теңдікті аламыз: 

 

 
 

 
 

  (15) 
 

Енді 
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 және   ҥшін  екендігін ескере отырып, (15) теңдігінен келесі теңдікті аламыз  

 

 
         

Соңғы теңдіктен  ҥшін 

 

 
 

және 

 
 

екендіктерін ескере отырып, сызықтық алгебралық (13) теңдеулер жҥйесін аламыз. Теорема 

дәлелденді.  

 Нәтижелерді талқылау 

 Гиперболалық теңдеу ҥшін қойылған дискретті кері есепті Гельфанд-Левитан әдісі 

бойынша зерттеу мақсатында кӛмекші дискретті есептің қойылымы анықталды. 

Гиперболалық теңдеу ҥшін қойылған кӛмекші дискретті есептің шешімінің қасиеттері 

кӛрсетілді және оның дискретті кері есептің шешімімен байланысы зерттелді.  

Қорытынды 

 Зерттеу барысында дискретті кері есеп пен кӛмекші есеп шешімінің арасындағы 

байланысы кӛрсететін теорема дәлелденді. Бҧл теоремада алынған Гельфанд-Левитан 

теңдеуінің дискретті аналогының маңызы ӛте зор. 

 

Жұмыс Қазақстан Республикасы Ғылым және жоғары білім министрлігінің Ғылым 
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