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ГИПЕРБОЛАЛЫҚ ТЕҢДЕУ ҮШІН ДИСКРЕТТІ КЕРІ ЕСЕПТІҢ ҚОЙЫЛЫМЫ, 

ДИСКРЕТТІ ТУРА ЖӘНЕ КӨМЕКШІ ДИСКРЕТТІ ЕСЕПТЕР ШЕШІМІНІҢ 

ҚАСИЕТТЕРІ 

 

Аңдатпа. Бұл жұмыста гиперболалық теңдеу үшін дискретті кері есептің қойылымы 

қарастырылады. Алдымен гиперболалық теңдеу үшін қойылған үздіксіз кері есеп зерттеуге 

ыңғайлы түрге келтіріледі. Кері есепте ізделінді функция жұп деп есептелінеді. Есептің 

берілгенінде Дирактың дельта функциясы болғандықтан, гиперболалық теңдеу үшін Коши 

есебінің жалпылама шешімінің құрылымы анықталады. Гиперболалық теңдеу үшін қойылған 

Коши есебінің шешімі уақыттың тек оң мәндері үшін ғана анықталатындықтан, уақыттың 

теріс мәндері үшін Коши есебінің шешімі жұп емес жалғастыру арқылы анықталады. 

Бірнеше түрлендіруден кейін үздіксіз кері есептің қойылымы зерттеуге ыңғайлы түрге 

келеді. Торлық облыс енгізіліп, есептің қойылымындағы функциялар үшін сәйкес торлық 

функциялар және Дирактың дельта функциясының дискретті аналогы анықталады. Есептегі 

дифференциалдық операторлар және бастапқы шарттар, кері есептің берілгендері ақырлы 

айырымдар арқылы аппроксимацияланады. Дискретті кері есептің шешімі бар деп есептеліп, 

кері есептің берілгендеріне байланысты лемма дәлелденеді. Гиперболалық теңдеу үшін 

қойылған дискретті кері есепті зерттеу мақсатында дискретті тура есептің жалғыз шешімінің 

бар болуы және оның қасиеттері туралы теорема дәлелденеді. Теореманы дәлелдеу 

барысында гиперболалық теңдеуге қойылған Коши есебінің шешімі үшін Даламбер 

формуласының дискретті аналогы алынды. Дискретті көмекші есептің жалғыз шешімінің бар 

екендігі және оның шешімінің қасиеттері туралы теорема дәлелденді. 

Кілттік сөздер: гиперболалық теңдеу, дискретті тура және кері есеп, Коши есебі. 
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Дискретная обратная задача для гиперболического уравнения, свойства решения 

дискретной прямой и дискретной вспомогательной задач 

 

Аннотация. В данной работе рассматривается постановка дискретной обратной 

задачи для гиперболического уравнения. Сначала непрерывная обратная задача приводится к 

удобному виду для исследования. В обратной задаче искомая функция считается чётной. Так 

как в данных задачи присутствует дельта-функция Дирака, то определяется структура 
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обобщенного решения задачи Коши для гиперболического уравнения. Решение задачи Коши 

для гиперболического уравнения определяется только для положительных значений по 

времени, поэтому решение задачи Коши для отрицательных значений по времени 

определяется с помощью нечётного продолжения. После некоторых преобразований 

постановка непрерывной обратной задачи сводится к удобному для исследования виду. 

Вводится сеточная область, для всех функций в постановке задачи определяется 

соответствующие сеточные функции и дискретный аналог дельта -функции Дирака. 

Дифференциальные операторы, начальные условия и дополнительные данные обратной 

задачи аппроксимируются конечными разностями. Предполагая, что решение дискретной 

обратной задачи существует, доказывается лемма о данных дискретной обратной задачи. С 

целью исследования дискретной обратной задачи для гиперболического уравнения 

доказывается теорема существования и единственности дискретной прямой задачи, а также о 

свойствах решения этой дискретной задачи. В ходе доказательства теоремы получен 

дискретный аналог формулы Даламбера решения задачи Коши для гиперболического 

уравнения. Доказывается теорема о существовании единственного решения и свойствах  

вспомогательной дискретной задачи. 

Ключевые слова: гиперболическое уравнение, дискретная прямая и обратная задача, 

задача Коши. 
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Discrete inverse problem for a hyperbolic equation, properties of the solution to a discrete 

direct and auxiliary discrete problems 

 

Annotation. This paper considers the formulation of a discrete inverse problem for a 

hyperbolic equation. First, the continuous inverse problem is reduced to a convenient form for 

research. In the inverse problem, the required function is considered even. Since the Dirac delta 

function is present in the problem data, the structure of a generalized solution to the Cauchy 

problem for a hyperbolic equation is determined. The solution to the Cauchy problem for a 

hyperbolic equation is determined only for positive values in time, therefore the solution to the 

Cauchy problem for negative values in time is determined using odd continuation. After some 

transformations, the formulation of the continuous inverse problem is reduced to a form convenient 

for research. A grid domain is introduced, and for all functions in the problem statement the 

corresponding grid functions and a discrete analogue of the Dirac delta function are determined. 

Differential operators, initial conditions and additional data of the inverse problem are 

approximated by finite differences. Assuming that a solution to the discrete inverse problem exists, 

we prove the data lemma of the discrete inverse problem. In order to study the discrete inverse 

problem for a hyperbolic equation, a theorem on the existence and uniqueness of the discrete direct 

problem is proved, as well as on the properties of the solution to this discrete problem. In the course 

of proving the theorem, a discrete analogue of d'Alembert's formula for solving the Cauchy problem 

for a hyperbolic equation was obtained. The theorem on the existence of a unique solution to the 

auxiliary discrete problem and its properties is proved. 

Key words: hyperbolic equation, discrete direct and inverse problem, Cauchy problem. 
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Кіріспе 

 Гиперболалық теңдеу үшін қойылған кері есептердің практикалық маңызы өте зор. 

Ізделінді коэффициенттер көбінесе зерттелетін ортаның маңызды қасиеттерін сипаттайды. 

Мысалы серпімділік теориясының кері есебінде Ламе параметрлері мен тығыздық, 

электродинамиканың кері есебінде диэлектрлік, магниттік өткізгіштік және өткізгіштік 

тензоры, ал акустиканың кері есебінде ортадағы толқынның таралу жылдамдығы мен 

ортаның тығыздығы. Гиперболалық теңдеулер үшін қойылған кері есептер математикалық 

физиканың қисынсыз есептеріне жатады. Қисынсыз есептерді шешудің жалпы теориясын 

А.Н.Тихонов, М.М.Лаврентьев, В.К.Иванов тұжырымдаған. Қосымша берілген ақпараттар 

бойынша  гиперболалық теңдеулер үшін қойылған кері есептерді келесі үш топқа бөлуге 

болады: кинематикалық, спектрлік және динамикалық.  

 Кинематикалық кері есептерде қосымша мәлімет ретінде зерттелетін ортаның бетіне 

көздерден бұзылулардың келу уақыттары беріледі. Бұл жағдайда өлшеулерді ортаның бүкіл 

бетінде де, оның кейбір бөлігінде де жүргізуге болады. Бұзылу көздері ортаның бүкіл бетінде 

немесе зерттелетін ортаның ішінде орналасуы мүмкін.  

 Кері спектрлік есептерде сәйкес дифференциалдық операторлардың меншікті мәндері 

және сәйкес меншікті функциялардың квадраттық нормалары қосымша ақпарат ретінде 

беріледі.  

 Динамикалық кері есептерде кейбір (әдетте уақытқа байланысты) беттегі сәйкес тура 

есептің шешімі қосымша ақпарат ретінде беріледі.  

 Бұл жұмыста гиперболалық теңдеу үшін динамикалық кері есептің қойылымы 

қарастырылады. Динамикалық кері есептерді зерттеу бойынша келесі алты негізгі топқа 

бөлуге болады: Гельфанд-Левитан әдісінің динамикалық варианты [1-8], Вольтерраның 

операторлық теңдеулер әдісі [9], оптимизациялық әдіс [10], Ньютон-Канторович әдісі [11], 

сызықтандыру әдісі [12] және шектеулі-айырымдық схема әдісі [13]. 

 Қарастырылып отырған жұмыста Гельфанд-Левитан әдісінің динамикалық варианты 

мен шектеулі-айырымдық схема әдісінің комбинациясы қолданылады.  

Есептің қойылымы 

Гиперболалық теңдеу үшін қойылған келесі кері есепті қарастырамыз: 

  
𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
=

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
− 𝑄(𝑥)𝑈(𝑥, 𝑡),     𝑥 ∊ 𝑅,    𝑡 > 0,                                               (1) 

 

𝑈(𝑥, 0) = 0,       
𝜕𝑈

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝛿(𝑥),      𝑥 ∊ 𝑅                                               (2) 

 

𝑈(0, 𝑡) = 𝑔(𝑡) ,      
𝜕𝑈

𝜕𝑥
(0, 𝑡) = 0,       𝑡 > 0                                                 (3) 

 

қатынастарынан үздіксіз 𝑄(𝑥) функциясын анықтау керек. Мұндағы 𝑅 – нақты сандар 

жиыны, 𝛿(𝑥) - Дирактың дельта-функциясы. 𝑄(𝑥) функциясын жұп деп есептейміз. 

(1)-(2) Коши есебінің жалпылама шешімі келесі түрде анықталады[14]: 

 

𝑈(𝑥, 𝑡) =
1

2
𝜃(𝑡 − |𝑥|) + 𝑈(𝑥, 𝑡) 

 

𝑈(𝑥, 𝑡) ≡ 0,     𝑡 < |𝑥|,      𝑈(𝑥, |𝑥|) = 0, 
 

мұндағы 𝑈(𝑥, 𝑡) тегіс функция.  

Бұл Коши есебінің шешімі уақыттың теріс мәндері үшін анықталған. Сондықтан 

уақыттың теріс мәндері үшін бұл есептің шешімін келесі түрде анықтаймыз:  
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𝑈(𝑥, 𝑡) = {
𝑈(𝑥, 𝑡),        𝑡 > 0

−𝑈(𝑥, −𝑡),       𝑡 ≤ 0.
 

 

Бұл жағдайда (3) шартының бірінші теңдігін мына түрде жазамыз: 

 

𝑓(𝑡) = 𝑈(0, 𝑡) = 𝑓(𝑡) +
1

2
𝜃(𝑡) −

1

2
𝜃(−𝑡), 

 

 𝑓(𝑡) – үзіліссіз функция, 

 

𝜃(𝑡) = {
1,     𝑡 ≥ 0
0,     𝑡 < 0.

 

 

�̃�(𝑥, 𝑡) функциясын енгізе отырып, келесі есепті қарастырамыз:  

 
𝜕2�̃�

𝜕𝑡2
=

𝜕2�̃�

𝜕𝑥2
− 𝑄(𝑥)�̃�,       𝑥 ∊ 𝑅,       𝑡 > 0,                                                       (4)  

 

теңдеуін және  

 

�̃�(𝑥, 0) = 𝛿(𝑥),      
𝜕�̃�

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0,     𝑥 ∊ 𝑅,                        

 

�̃�(0, 𝑡) =
𝜕𝑓

𝜕𝑡
,      

𝜕�̃�

𝜕𝑥
(0, 𝑡) = 0,     𝑡 ≥ 0.                               

 

шарттарын қанағаттандыратын 𝑄(𝑥) функциясын табу керек. Мұндағы  

 

𝑑𝑓

𝑑𝑡
=
𝑑𝑓

𝑑𝑡
+ 𝛿(𝑡) 

 

      Жоғарыда көрсетілген тура есептің шешімі келесі түрде жазылады:  

 

�̃�(𝑥, 𝑡) =
1

2
[𝛿(𝑥 + 𝑡) + 𝛿(𝑥 − 𝑡)] + 𝑉(𝑥, 𝑡),                                             (5)   

 

        �̃�(𝑥, 𝑡) ≡ 0,        0 < 𝑡 < |𝑥|.                                             
 

Сонымен 𝑉(𝑥, 𝑡)  функциясы  

 
𝜕2𝑉

𝜕𝑡2
=

𝜕2𝑉

𝜕𝑥2
− 𝑄(𝑥)𝑉(𝑥, 𝑡) −

1

2
𝑄(𝑥)[𝛿(𝑥 + 𝑡) + 𝛿(𝑥 − 𝑡)],   𝑥 ∊ 𝑅,   𝑡 > 0,             (6)  

 

теңдеуін және келесі 

 

𝑉(𝑥, 0) = 0,   
𝜕𝑉

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ 𝑅, 

 

𝑉(0, 𝑡) =
𝑑�̃�

𝑑𝑡
,
𝜕𝑉

𝜕𝑥
(0, 𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 0, 

 

шарттарын қанағаттандыратындығы шығады.  
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Айталық,  Т – оң сан, 𝑁 > 2 – натурал сан және ℎ = 𝑇/𝑁 болсын. Мынадай  

белгілеулерді қолданамыз: 

 

𝑣𝑖
𝑘 = 𝑣(𝑖ℎ, 𝑘ℎ),   𝑞𝑖 = 𝑞(𝑖ℎ),     𝑓𝑘 = 𝑓(𝑘ℎ). 

 

Айталық,  

 

𝑓0
𝑡

𝑘 = 𝑓0
𝑡

𝑘 − 𝛿𝑘
ℎ 

 

болсын, мұндағы  𝛿𝑘
ℎ - дельта функциясының дискретті аналогы: 

 

𝛿𝑘
ℎ = {

1

ℎ
,     𝑘 = 0,

0,    𝑘 ≠ 0.
     𝑓0

𝑡

𝑘 =

{
 

 
1

ℎ
,    𝑘 = 0

0,        𝑘 = ±1
𝑓|𝑘|+1−𝑓|𝑘|−1

2ℎ
, 𝑘 = ±2, ±3, …

 

 

Белгілі шектеулі-айырымдық туындыларды пайдаланамыз: 

 

𝑣𝑥 =
𝑣𝑖+1
𝑘 −𝑣𝑖

𝑘

ℎ
,     𝑣�̅� =

𝑣𝑖
𝑘−𝑣𝑖

𝑘−1

ℎ
,    

 

𝑣𝑥�̅� =
𝑣𝑖+1
𝑘 −2𝑣𝑖

𝑘+𝑣𝑖−1
𝑘

ℎ2
,     𝑣𝑡�̅� =

𝑣𝑖
𝑘+1−2𝑣𝑖

𝑘+𝑣𝑖
𝑘−1

ℎ
,   т.с.с. 

 

Келесі дискретті кері есептің қойылымын қарастырамыз: 

 

𝑣𝑡�̅� = 𝑣𝑥�̅� − 𝑞𝑖𝑣𝑖
𝑘 −

1

2
𝑞𝑖(𝛿𝑖−𝑘

ℎ + 𝛿𝑖+𝑘
ℎ ),     𝑘 ≥ 1,    𝑖 ∊ 𝑍,                                (7)  

 

теңдеуін және  

 

 𝑣𝑖
0 = 0,     𝑣𝑖

1 = 0,    𝑖 ∊ 𝑍,                                                        (8)  

 

   𝑣0
0 = 0,     𝑣0

1 = 0,      𝑣0
𝑘 = 𝑓0

𝑡

𝑘 ,     𝑘 > 1,                                            (9)  

 

шарттарын қанағаттандыратын 𝑞𝑖  функциясын табу керек. Мұндағы Z – бүтін сандар жиыны. 

Қарастырылып отырған есептің шешімі бар деп есептейік.  

 

Зерттеу әдістері 

Лемма. Айталық 𝑣𝑖
𝑘 есептің ізделінді шешімі болсын. Сонда  

 

𝑣1
𝑘 =

1

2
[𝑓0
𝑡

𝑘+1 + 𝑓0
𝑡

𝑘−1] +
ℎ2

2
𝑞0𝑓0

𝑡

𝑘 ,     𝑘 > 1.                                           (10) 

 

Дәлелдеуі. Есептің берілгендерін шартын ескере отырып,  

 

𝑓0
𝑡

𝑘+1 + 𝑓0
𝑡

𝑘−1 = 𝑣1
𝑘 + 𝑣−1

𝑘 − ℎ2𝑞0𝑓0
𝑡

𝑘 −
ℎ2

2
𝑞0(𝛿−𝑘

ℎ + 𝛿𝑘
ℎ) 
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екендігін аламыз. Осыдан 𝑣𝑖
𝑘  функциясының жұп екендігін және 𝛿𝑘

ℎ функцияның дискретті 

аналогының анықтамасын пайдалана отырып, (10) формуласын аламыз. Лемма дәлелденді. 

 

Дискретті тура есептің шешімінің қасиеттері 

Теорема 1. Айталық 𝑁 > 2 болсын. Сонда 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 үшін (7)-(8) тура есебінің 

шешімі бар болады, ол жалғыз  және   

 

𝑣𝑖
𝑘 = 0,     0 ≤ 𝑘 ≤ |𝑖|. 

 

Дәлелдеуі.  (7) теңдеуінен  

 

𝑣𝑖
𝑘+1 = 𝑣𝑖+1

𝑘 + 𝑣𝑖−1
𝑘 − 𝑣𝑖

𝑘−1 − ℎ2𝑞𝑖𝑣𝑖
𝑘 −

ℎ2

2
𝑞𝑖(𝛿𝑖−𝑘

ℎ + 𝛿𝑖+𝑘
ℎ ).                         (11)  

 

Соңғы теңдікке кіретін өрнектердің мәнін (11) формуласы бойынша жаза отырып, келесі 

теңдікті аламыз: 

 

𝑣𝑖+1
𝑘 = 𝑣𝑖+1

1 + 𝑣𝑖−1
𝑘 − 𝑣𝑖+𝑘−1

0 − ℎ2∑𝑞𝑖+𝑘−𝑗 −

𝑘

𝑗=1

ℎ2

2
∑𝑞𝑖+𝑘−𝑗(𝛿𝑖+𝑘−2𝑗

ℎ + 𝛿𝑖+𝑘
ℎ )

𝑘

𝑗=1

. 

 

Енді (8) шарттарына сәйкес 

 

𝑣𝑖+𝑘
1 = 0,        𝑣𝑖+𝑘−1

0 = 0, 

 

екендігін ескере отырып, келесі теңдікті аламыз:   

 

𝑣𝑖+1
𝑘 = 𝑣𝑖−1

𝑘 − ℎ2∑ 𝑞𝑖+𝑘−𝑗
𝑘

𝑗=1
−

ℎ2

2
∑ 𝑞𝑖+𝑘−𝑗(𝛿𝑖+𝑘−2𝑗

ℎ + 𝛿𝑖+𝑘
ℎ )

𝑘

𝑗=1
.                (12)  

 

Соңғы теңдікке кіретін өрнектердің мәнін (12) формуласы бойынша жаза отырып,  

келесі теңдікті аламыз:  

 

𝑣𝑖
𝑘+1 = 𝑣𝑖−1

𝑘 − ℎ2∑∑𝑞𝑖−𝑘−𝑗+2𝑠

𝑠

𝑗=1

𝑘

𝑠=1

−

−
ℎ2

2
∑∑𝑞𝑖−𝑘−𝑗+2𝑠(𝛿𝑖−𝑘−2𝑗+2𝑠

ℎ + 𝛿𝑖+𝑘+2𝑠
ℎ ).

𝑠

𝑗=1

𝑘

𝑠=1

 

 

Енді (8) шартына сәйкес  

 

𝑣𝑖−𝑘
1 = 0 

 

екендігін ескере отырып, келесі теңдікті аламыз: 
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𝑣𝑖
𝑘+1 = −ℎ2∑∑𝑞𝑖−𝑘−𝑗+2𝑠

𝑠

𝑗=1

𝑘

𝑠=1

𝑣𝑖−𝑘−𝑗+2
𝑗

−

−
ℎ2

2
∑∑𝑞𝑖−𝑘−𝑗+2𝑠[𝛿𝑖−𝑘−2𝑗+2𝑠

ℎ + 𝛿𝑖+𝑘+2𝑠
ℎ ],

𝑠

𝑗=1

𝑘

𝑠=1

                                            (13)    

 

 

мұндағы 𝑖 ∊ 𝑍,    𝑘 ≥ 1. 

Сонымен дискретті (7)-(8) есебінің шешімі бар екендігі дәлелденді. 

Келесі белгілеуді енгіземіз: 

 

∆ℎ
1(𝑖0, 𝑘0) = {(𝑖, 𝑘): 𝑖0 − 𝑘0 + 𝑘 ≤ 𝑖 ≤ 𝑖0 + 𝑘0 − 𝑘,             0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑘0}. 

 

Енді барлық 0 ≤ 𝑘0 ≤ |𝑖0| үшін  

 

𝑣𝑖
𝑘 ≡ 0 

 

екенін дәлелдейміз. Барлық (𝑖, 𝑘) ∊ ∆ℎ
1(𝑖0, 𝑘0) үшін (13) теңдігінен  

 

𝑣𝑖
𝑘+1 = −ℎ2∑∑𝑞𝑖−𝑘−𝑗+2𝑠

𝑠

𝑗=1

𝑘

𝑠=1

𝑣𝑖−𝑘−𝑗+2
𝑗

                                              (14)     

                                

 

екендігі шығады. 

 

𝑄1 = 𝑚𝑎𝑥|𝑞𝑖|,         𝑖0 − 𝑘0 + 𝑘 ≤ 𝑖 ≤ 𝑖0 + 𝑘0 − 𝑘 үшін,   

 

𝑉𝑘+1 = 𝑚𝑎𝑥|𝑣𝑖
𝑘+1| ,        𝑖0 − 𝑘0 + 𝑘 ≤ 𝑖 ≤ 𝑖0 + 𝑘0 − 𝑘 үшін   

 

деп белгілейміз. Сонда (14) теңдігінен келесі бағалауды аламыз: 

   

𝑉𝑘+1 ≤ 𝑄1𝑇𝑘0∑ℎ𝑉𝑘
𝑘

𝑗=1

,        0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑘0. 

 

Беллман теңсіздігін қолдана отырып   

 

𝑉𝑘 = 0,      0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑘0 

 

екендігін аламыз. Тура (7)-(8) есебінің шешімінің жалғыздығы да осылай көрсетіледі. 

Теорема 1 дәлелденді.  

 

Көмекші дискретті есептің шешімінің қасиеттері 

Гиперболалық теңдеу үшін қойылған (7)-(9) дискретті кері есебін зерттеу үшін 

Гельфанд-Левитан әдісі бойынша келесі көмекші дискретті есепті енгіземіз: 
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𝜔𝑖
𝑘+1−2𝜔𝑖

𝑘+𝜔𝑖
𝑘−1

ℎ2
=

𝜔𝑖+1
𝑘 −2𝜔𝑖

𝑘+𝜔𝑖−1
𝑘

ℎ2
− 𝑞𝑖𝜔𝑖

𝑘 ,    𝑖 ≥ 1,    𝑘 ∊ 𝑍,                           (15)    

 

           𝜔0
𝑘 = 𝛿𝑘

ℎ ,       𝜔1
𝑘 =

1

2
(𝛿𝑘+1

ℎ + 𝛿𝑘−1
ℎ ) +

ℎ2

2
𝑞0𝛿𝑘

ℎ ,       𝑘 ∊ 𝑍,                            (16)   

 

мұндағы 𝜔𝑖
𝑘 = 𝜔(𝑖ℎ, 𝑘ℎ). 

Теорема 2. Айталық 𝑁 > 2 болсын. Сонда әрбір 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 үшін көмекші (15)- (16) 

есебінің шешімі бар болады, ол шешім жалғыз және   

 

𝜔𝑖
𝑘 = 0,          1 < 𝑖 < |𝑘|. 

 

Дәлелдеуі. (1) теңдеуінен келесі теңдікті аламыз: 

 

                                    𝜔𝑖+1
𝑘 = 𝜔𝑖

𝑘+1 + 𝜔𝑖
𝑘−1 − 𝜔𝑖−1

𝑘 + ℎ2𝑞𝑖𝜔𝑖
𝑘 .                                           (17)  

 

Соңғы теңдіктің құрамындағы өрнектердің мәнін (11) формуласы бойынша жаза отырып, 

мынадай теңдікті аламыз: 

 

         𝜔𝑖+1
𝑘 = 𝜔𝑖

𝑘−1 + 𝜔1
𝑘+𝑖 − 𝜔0

𝑘+𝑖−1 + ℎ2∑ 𝑞𝑗𝜔𝑗
𝑘+𝑖−𝑗

𝑖

𝑗=1
.                                  (18)   

 

Енді (16) шарттары бойынша  

 

𝜔0
𝑘+𝑖−1 = 𝛿𝑘+𝑖−1

ℎ ,       𝜔1
𝑘+𝑖 =

𝛿𝑘+𝑖+1
ℎ + 𝛿𝑘+𝑖−1

ℎ

2
+
ℎ2

2
𝑞0𝛿𝑘+𝑖

ℎ  

 

екендігін ескере отырып, (18) теңдігінен 

  

            𝜔𝑖+1
𝑘 = 𝜔𝑖

𝑘−1 +
1

2
(𝛿𝑘+𝑖+1

ℎ − 𝛿𝑘+𝑖−1
ℎ ) + ℎ2 ∑ 𝑞𝑗𝜔𝑗

𝑘+𝑖−𝑗𝑖
𝑗=1 +

ℎ2

2
∑ 𝑞0𝜔0

𝑘+𝑖𝑖

𝑗=1
               (19)  

 

екендігін аламыз. Осы (19) теңдігіне келесі өрнектердің оң жағындағы мәндерді қоя отырып, 

мындай теңдіктерді аламыз: 

 

𝜔𝑖
𝑘−1 = 𝜔𝑖−1

𝑘−2 +
1

2
(𝛿𝑘+𝑖−1

ℎ − 𝛿𝑘+𝑖−3
ℎ ) + ℎ2∑𝑞𝑗𝜔𝑗

𝑘+𝑖−𝑗−2
+
ℎ2

2

𝑖−1

𝑗=1

𝑞0𝜔0
𝑘+𝑖−2 

 

𝜔𝑖−1
𝑘−2 = 𝜔𝑖−2

𝑘−3 +
1

2
(𝛿𝑘+𝑖−3

ℎ − 𝛿𝑘+𝑖−5
ℎ ) + ℎ2∑𝑞𝑗𝜔𝑗

𝑘+𝑖−𝑗−4
+
ℎ2

2

𝑖−2

𝑗=1

𝑞0𝜔0
𝑘+𝑖−4 

 

𝜔𝑖−2
𝑘−3 = 𝜔𝑖−3

𝑘−4 +
1

2
(𝛿𝑘+𝑖−5

ℎ − 𝛿𝑘+𝑖−7
ℎ ) + ℎ2∑𝑞𝑗𝜔𝑗

𝑘+𝑖−𝑗−6
+
ℎ2

2

𝑖−3

𝑗=1

𝑞0𝜔0
𝑘+𝑖−6 

 

… 
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𝜔3
𝑘−𝑖+2 = 𝜔2

𝑘−𝑖+1 +
1

2
(𝛿𝑘−𝑖+5

ℎ − 𝛿𝑘−𝑖+3
ℎ ) + ℎ2 ∑ 𝑞𝑗𝜔𝑗

𝑘−𝑖−𝑗+4
+
ℎ2

2

𝑖−(𝑖−2)

𝑗=1

𝑞0𝜔0
𝑘−𝑖+4 

 

𝜔2
𝑘−𝑖+1 = 𝜔1

𝑘−𝑖 +
1

2
(𝛿𝑘−𝑖+3

ℎ − 𝛿𝑘−𝑖+1
ℎ ) + ℎ2 ∑ 𝑞𝑗𝜔𝑗

𝑘−𝑖−𝑗+2
+
ℎ2

2

𝑖−(𝑖−1)

𝑗=1

𝑞0𝜔0
𝑘−𝑖+2. 

Осыдан: 

 

𝜔𝑖+1
𝑘 =

1

2
𝛿𝑘+𝑖+1
ℎ + 𝜔1

𝑘−𝑖 −
1

2
𝛿𝑘−𝑖+1
ℎ + ℎ2∑∑𝑞𝑗𝜔𝑗

𝑘−𝑖−𝑗+2𝑠

𝑠

𝑗=1

𝑖

𝑠=1

+
ℎ2

2
∑𝑞0𝜔0

𝑘−𝑖+2𝑠

𝑖

𝑠=1

. 

 

Бастапқы (16) шарттары бойынша  

 

𝜔1
𝑘−𝑖 =

1

2
(𝛿𝑘+𝑖+1

ℎ + 𝛿𝑘−𝑖−1
ℎ ) +

ℎ2

2
𝑞0𝜔0

𝑘−𝑖  

 

 екендігін ескере отырып, келесі теңдікті аламыз: 

 

𝜔𝑖+1
𝑘 =

1

2
(𝛿𝑘+𝑖+1

ℎ + 𝛿𝑘−𝑖−1
ℎ ) + ℎ2∑∑𝑞𝑗𝜔𝑗

𝑘−𝑖−𝑗+2𝑠

𝑠

𝑗=1

𝑖

𝑠=1

+
ℎ2

2
∑𝑞0𝜔0

𝑘−𝑖+2𝑠

𝑖

𝑠=1

,              (20) 

        

мұндағы 𝑖 ≥ 0,     𝑘 ∊ 𝑍.  

Соңғы (20) формуласы (15)-(16) Коши есебінің шешімін беретін Даламбер 

формуласының аналогы екенін байқауға болады. Сонымен дискретті (15)-(16) көмекші 

есебінің шешімі бар екендігі дәлелденді.   

        Айталық 

 

∆ℎ
2(𝑖0, 𝑘0) = {(𝑖, 𝑘): 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑖0 ,             𝑘0 − 𝑖0 + 𝑖 ≤ 𝑘 ≤ 𝑘0 + 𝑖0 − 𝑖} 

 

болсын. Енді барлық 1 < 𝑖0 < |𝑘0| үшін  

 

𝜔𝑖
𝑘 ≡ 0 

 

екендігін көрсетеміз. Барлық (𝑖, 𝑘) ∈ ∆ℎ
2(𝑖0, 𝑘0) үшін (5) теңдігінен  

 

𝜔𝑖+1
𝑘 = ℎ2∑∑𝑞𝑗𝜔𝑗

𝑘−𝑖−𝑗+2𝑠

𝑠

𝑗=1

𝑖

𝑠=1

+
ℎ2

2
∑𝑞0𝜔0

𝑘−𝑖+2𝑠

𝑖

𝑠=0

,                                           (21) 

екендігі шығады.  

 

𝑄2 = max
0≤𝑖≤𝑖0

|𝑞𝑖|, 

 

𝑊𝑖+1 = 𝑚𝑎𝑥|𝜔𝑖+1
𝑘 |,    𝑘0 − 𝑖0 + 𝑖 ≤ 𝑘 ≤ 𝑘0 + 𝑖0 − 𝑖  үшін   

 

деп есептейміз. Сонда (21) теңдігінен келесі бағалауды аламыз:   
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𝑊𝑖+1 ≤ 𝑄2𝑇𝑖0∑ℎ𝑊𝑗

𝑖

𝑗=1

, 1 < 𝑖 < 𝑖0.    

 

Осыдан Беллман теңсіздігін қолдана отырып, 

 

𝑊𝑖 = 0,    1 < 𝑖 < 𝑖0 

 

екендігін аламыз. Осы секілді көмекші дискретті (15)- (16) есебінің шешімінің жалғыздығы 

дәлелденеді. Теорема 2 дәлелденді. 

 

Талдау мен нәтижелер 

 Гиперболалық теңдеу үшін үздіксіз кері есептің қойылымы зерттеуге ыңғайлы түрге 

келтірілді және Коши есебінің жалпылама шешімінің құрылымы анықталды. Уақыттың теріс 

мәндері үшін Коши есебінің шешімі жұп емес жалғастыру арқылы анықталды. 

Гиперболалық теңдеу үшін дискретті кері есептің қойылымы көрсетілді және дискретті тура 

есептің жалғыз шешімінің бар болуы дәлелденді. Көмекші дискретті есептің шешімінің 

жалғыздығы және оның қасиеттері көрсетілді. 

 

Қорытынды 

 Жұмыста дәлелденген дискретті тура және көмекші есептердің шешімінің қасиеттері 

туралы теоремалар гиперболалық теңдеу үшін қойылған кері есепті Гельфанд-Левитан әдісі 

бойынша толық зерттеуге мүмкіндік береді. 

Зерттеу Қазақстан Республикасының Ғылым және Жоғары Білім Министрлігінің 

Ғылым Комитетінің қаржылық қолдауымен орындалды (грант № АР 19678469). 
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