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О СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЯХ И СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЯХ НЕКОТОРЫХ 

КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ НЕЛОКАЛЬНОГО БИГАРМОНИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА 

 

Аннотация. В данной работе вводится понятие нелокального бигармонического 

оператора. При введении этого оператора используются отображения типа инволюции. А 

именно в дифференциальном выражении этого оператора кроме переменных 1 2( , ,..., )nx x x x  

участвуют также преобразованные аргументы с отображениями вида 

 1 1 1,..., , , ,..., ,1j j j j j nS x x x p x x x j n      и их произведения. В n-мерном параллелепипеде 

для заданного нелокального бигармонического оператора рассматриваются спектральные 

задачи с краевымы условиями типа Дирихле и Неймана. В явном виде построены 

собственные функции и собственные значения рассматриваемых задач. При построении этих 

элементов существенно используются собственные функции и собственные значения 

классического бигармонического оператора с краевымы условиями типа Дирихле и Неймана. 

Доказаны теоремы о ортономированности и полноты систем собственных функций 

рассматриваемых задач. Приведены примеры соответствующии для частных случаев 

параметров участвующих в рассматриваемых задачах. Кроме того, в двухмерном случае для 

соответствующего нелокального бигармонического оператора исследованы также 

спектральные вопросы краевых задач типа Самарского-Ионкина. Найдены собственные и 

присоединенные функции рассматриваемой задачи и доказаны теоремы о полноте данных 

систем. 

Ключевые слова: Спектральная задача, нелокальный оператор, бигармонический 

оператор, задача Дирихле, задача Неймана, задача Самарского-Ионкина, собственные 

функции, собственные значения, присоединенные функции, полнота.  
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Бейлокал бигармониялық операторлар үшін кейбір шеттік есептердің меншікті 

функциялары және меншікті мәндері туралы 

 

Аңдатпа. Берілген жұмыста бейлокал бигармониялық оператор туралы түсінік 

енгізіледі. Бұл операторды енгізу кезінде инволюция түріндегі бейнелеулер қолданылады. 

Дәлірек айтқанда, бұл оператордың дифференциалдық өрнегінде 1 2( , ,..., )nx x x x  
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айнымалысынан басқа  1 1 1,..., , , ,..., ,1j j j j j nS x x x p x x x j n      түріндегі бейнелеуі және 

олардың көбейтіндісі бар түрлендірілген аргументі де қатысады. Берілген бейлокал 

бигармониялық оператор үшін n-ші ретті параллелепипедте шеттік шарттары Дирихле және 

Нейман түріндегі спектральді есептер қарастырылады. Қарастырылап отырған есептердің 

меншікті функциялары мен меншікті мәндері нақты түрде құрастырылған. Бұл элементтерді 

құру кезінде Дирихле және Нейман түріндегі шеттік шарттары бар классикалық 

бигармониялық оператордың меншікті функциялары мен меншікті мәндері айтарлықтай 

қолданылады. Қарастырылып отырған есептерге қатысты параметрлердің дербес 

жағдайларына сәйкес келетін мысалдар келтірілген. Сонымен қатар, екі өлшемді жағдайда 

сәйкес бейлокал бигармониялық оператор үшін Самарский-Ионкин типті шеттік есептердің 

спектрлік мәселелері де зерттелді. Қарастырылып отырған есептің меншікті және қосалқы 

функциялары табылды және осы жүйелердің толықтығы туралы теоремалар дәлелденді. 

Түйін сөздер: Спектральді есеп, бейлокал оператор, бигармониялық оператор, Дирихле 

есебі, Нейман есебі, Самара-Ионкин есебі, меншікті функциялар, меншікті мәндер, қосалқы 

функциялар, толымдылық. 
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On eigenfunctions and eigenvalues of some boundary value problems for a nonlocal 

biharmonic operator 

 

Annotation. In this note, the concept of a nonlocal biharmonic operator is introduced. When 

introducing this operator, mappings of the type of involution are used. Namely, in the differential 

expression of this operator, in addition to the variables 1 2( , ,..., )nx x x x , transformed arguments 

with mappings of the form  1 1 1,..., , , ,..., ,1j j j j j nS x x x p x x x j n      and their multiplication 

also involved. Spectral problems with Dirichlet and Neumann-type boundary conditions are 

considered in an n-dimensional parallelepiped for a given nonlocal biharmonic operator. The 

eigenfunctions and eigenvalues of the problems under consideration are explicitly constructed. 

When constructing these elements, eigenfunctions and eigenvalues of the classical biharmonic 

operator with Dirichlet and Neumann type boundary conditions are essentially used. Theorems on 

the orthonomization and completeness of the systems of eigenfunctions of the problems under 

consideration are proved. Examples of the corresponding parameters for special cases involved in 

the problems under consideration are given. In addition, in the two-dimensional case for the 

corresponding nonlocal biharmonic operator, spectral issues of boundary value problems of the 

Samarsky-Ionkin type are also investigated. The proper and attached functions of the problem under 

consideration are found and theorems on the completeness of these systems are proved. 

Keywords: Spectral problem, nonlocal operator, biharmonic operator, Dirichlet problem, 

Neumann problem, Samarsky-Ionkin problem, eigenfunctions, eigenvalues, attached functions, 

completeness. 

 

Введение 

Пусть 0, 1,2,...,jp j n  ,  : 0n

j jx R x p     -параллелепипед,

 1 1 1,..., , , ,..., ,1j j j j j nS x x x p x x x j n     . Очевидно, что 2

jS E . Рассмотрим 

mailto:fazilat007@gmail.com
mailto:batirkhan.turmetov@ayu.edu.kz


Қ.А. Ясауи атындағы Халықаралық қазақ-түрік университетінің хабарлары 

(математика, физика, информатика сериясы), №3 (26), 2023 

 

 

 

41 

 

 

всевозможные произведение отображений 
jS , т.е. 12 1 2 123 1 2 3, ,...S S S S S S S   . Общее 

количество таких отображений с учетом тождественного отображения 0S x x  равно 2n . Для 

нумерации таких отображений воспользуемся двоичной системе счисления. А именно, если 

i  индекс суммирования, то для него в двоичной системе счисления верно равенство 

1 2( )ni i i , где 0,1ki   при 1, ,k n . Тогда можно рассматривать отображения 1

1
ni i

nS S . 

Используя эти отображения введем оператор 

 

 1

2 1
2

1

0

( ) ...

n

ni i

i n

i

Lu x a u S S x




  , 

 

где 
0 1 2 3 2 1
, , , , na a a a a

  
– некоторый набор действительных чисел, 2  - бигармонический 

оператор, т.е. 

2
2 2 2

2

2 2 2

1 2

...
nx x x

   
     

   
. 

Отметим, что различные варианты нелокального оператора Лапласа с отображениями 

вида 1

1
ni i

nS S  были рассмотрены в работах [1,2]. В этих работах для соответствующего 

нелокального уравнения Пуассона исследованы вопросы разрешимости основных краевых 

задач. Спектральные вопросы для нелокального оператора Лапласа изучены в работах [3,4]. 

В двухмерном случае аналогичные исследования проводились в работах [5-8].   

В настоящей работе аналогичные исследования мы проводим для нелокального аналога 

бигармонического оператора. Переходим к постановке задач, которые мы будем изучать в 

настоящей работе. Рассмотрим в области   следующие задачи: 

Задача 1 (Задача типа Дирихле). Найти функцию ( ) 0u x   из класса 

   4 2( )u x C C     и число   удовлетовряющие условиям 

 

( ) ( )Lu x u x                                                            (1.1) 

 

2 1 2

1 1 2

1 2 1 2

(0, ,..., ) ( , ,..., ) 0,0 , 2,..., ,

( ,0,..., ) ( , ,..., ) 0,0 , 1,..., , 2,

( , ,...,0) ( , ,..., ) 0,0 , 1,..., 1

n n j j

n n j j

n j j

u x x u p x x x p j n

u x x u x p x x p j n j

u x x u x x p x p j n

    

     

     

,             (1.2) 

 

1 1 1 1

2 2 2 2

2 1 2

1 1 2

1 2 1 2

(0, ,..., ) ( , ,..., ) 0,0 , 2,..., ,

( ,0,..., ) ( , ,..., ) 0,0 , 1,..., , 2,

( , ,...,0) ( , ,..., ) 0,0 , 1,..., 1
n n n n

x x n x x n j j

x x n x x n j j

x x x x n j j

u x x u p x x x p j n

u x x u x p x x p j n j

u x x u x x p x p j n

    

     

     

.      (1.3) 

 

Задача 2 (Задача типа Неймана). Найти функцию ( ) 0u x   из класса 

   4 3( )u x C C     и число   удовлетовряющее уравнению (1.1) и условиям 

 



Қ.А. Ясауи атындағы Халықаралық қазақ-түрік университетінің хабарлары 

(математика, физика, информатика сериясы), №3 (26), 2023 

 

 

 

42 

 

 

1 1

2 2

2 2

2 1 2

1 1 2

1 2 1 2

(0, ,..., ) ( , ,..., ) 0,0 , 2,..., ,

( ,0,..., ) ( , ,..., ) 0,0 , 1,..., , 2,

( , ,...,0) ( , ,..., ) 0,0 , 1,..., 1

x n x n j j

x n x n j j

x x n j j

u x x u p x x x p j n

u x x u x p x x p j n j

u x x u x x p x p j n

    

     

     

,             (1.4) 

 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

2 1 2

1 1 2

1 2 1 2

(0, ,..., ) ( , ,..., ) 0,0 , 2,..., ,

( ,0,..., ) ( , ,..., ) 0,0 , 1,..., , 2,

( , ,...,0) ( , ,..., ) 0,0 , 1,..., 1
n n n n n n

x x x n x x x n j j

x x x n x x x n j j

x x x x x x n j j

u x x u p x x x p j n

u x x u x p x x p j n j

u x x u x x p x p j n

    

     

     

.      (1.5) 

 

Аналогичные задачи для уравнения четвертого порядка в случае 2n   исследовались в 

работах [9-11]. 

2. Исследования задачи 1. 

Пусть 
2

( ) sin , 1,2,...k

k
T t t k

p p


  . Для системы  

1
( )k k

T t



 известно следующее 

утверждение (см.например,[12]). 

Лемма 2.1. Система  
1

( )k k
T t




 обладают следующими свойствами: 

1) система  
1

( )k k
T t




 является ортонормированной в пространстве 2[0, ]L p ; 

2) система  
1

( )k k
T t




 является полной в пространстве 2[0, ]L p . 

Лемма 2.2. Для элементов системы  
1

( )k k
T t




 справедливы следующие равенства: 

1) 
1( ) ( 1) ( )k

k kT p t T t   ; 

2) 

4

(4) ( ) ( )k k

k
T t T t

p

 
  
 

. 

Доказательство. По определению для ( )kT p t  имеем  

 

2 2
( ) sin ( ) sin cos cos sink

k k k
T p t p t k t k t

p p p p p

  
 

 
        

 
 

 

12 2
cos sin ( 1) sin ( 1) ( )k k

k

k k
k t t T t

p p p p

 
          . 

 

Свойство 1) доказано. Далее, так как  

 
22

2

2 2
( ) sin sink

d k k k
T t t t

dt p p p p p

     
       

  
, 

 

то для 
(4) ( )kT t  имеем 

 



Қ.А. Ясауи атындағы Халықаралық қазақ-түрік университетінің хабарлары 

(математика, физика, информатика сериясы), №3 (26), 2023 

 

 

 

43 

 

 

2 4 44 2
(4)

4 2

2 2 2
( ) sin sin sin ( )k k

d k k d k k k k
T t t t t T t

dt p p p p dt p p p p p

              
              

        

. 

 

Лемма доказана. 

Следствие 2.1. Элементы системы  
1

( )k k
T t




 являются собственными функциями 

следующей спектральной задачи: 

 
(4) 2( ) ( ),0y t y t t p   ,                                                              (2.1) 

 

(0) ( ) 0, (0) ( ) 0y y p y y p     .                                                        (2.2) 

 

Соответствующие собственные значения определяются равенствами  

 
4 2

2 , , 1,2,...k k

k k
k

p p

 
 

   
     
   

. 

 

В работе [13] доказана следующее утверждение. 

Лемма 2.3. Пусть области 
nG R  и mD R  ограничены, система функций 

( ), 1,2,...,j y j   ортонормально и полна в  2L D  и при каждом 1,2,...j   система функций 

( ), 1,2,...,kj x k   ортонормально и полна в  2L G . Тогда система функций  

 

( , ) ( ) ( ), , 1,2,...,kj kj jh x y x y k j    

 

ортонормально и полна в  2L G D . 

Из этой леммы и леммы 2.1 вытекают следующие утверждения. 

Следствие 2.2. Если 
1 1

1 1

2
( ) sink

k
X x x

p p


  и 

2 2

2 2

2
( ) sin , , 1,2,...,j

j
Y x x k j

p p


   то  

система функций  

 

1 2 1 1 1 2

1 1 2 2

2 2
( , ) ( ) ( ) sin sin , , 1,2,...,kj k j

k j
u x x X x Y x x x k j

p p p p

 
     

 

ортонормально и полна в  2 1 2(0, ) (0, )L p p . 

Следствие 2.3. Cистема функций  

 

 
1 2 ... 1

1

( ) , ,..., sin , , 1,2,...,
n

n
j jD

k k k n j

j j

k x
u x C n p p k N j n

p





   , 

 

ортонормально и полна в  2 1 2(0, ) (0, ) ... (0, )nL p p p   . Здесь   /2

1

1

1
, ,..., 2

n
n

n

j j

C n p p
p

  . 
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Введем следующие числа 1 1 2 2

1 2

2 1
| | ...

...

0

( 1)

n

n n

n

i i k i k i kD

k k k i

i

a


   



  , где где | |i  означает 

1 2| | ... ni i i i    . 

Теорема 2.1. Пусть для всех , 1,2,...,jk N j n   выполняются условия 
1 2 ... 0

nk k k  . Тогда 

система функций  
1 2 ...

1
( ) , 1,2,...,

n
j

D

k k k
k

u x j n



  являются собственными функциями задачи 1. 

Соответствующие собственные значения определяются равенствами  

 

1 2 1 2 1 2 1 2

2

2 2

... ... ... ... 2
1

, , , 1,2,...,
n n n n

n
jD D

k k k k k k k k k k k k j

j j

k
k N j n

p
    



    .                     (2.4) 

 

Доказательство. Очевидно, что функции 
1 2 ... ( )

n

D

k k ku x  по построению удовлетворяют 

условиям (1.2) и (1.3). Проверим выполнение уравнения (1.1). Если к функции 
1 2 ... ( )

n

D

k k ku x  

применим оператор 
2

2
,1

i

i n
x


 


, то  

 

 1 2

2 2
...

12 2
1,

( )
, ,..., sin sinn

D n
k k k j j i i

n

j j ii j i i

u x k x k x
C n p p

x p x p

 

 

  
   

   
  

 

 
1 2

2 2

1 ...

1,

, ,..., sin sin ( )
n

n
j j Di i i i

n k k k

j j ii j i i

k xk k x k
C n p p u x

p p p p

  

 

     
         

     
 . 

 

 

Отсюда приеменяя к этой функции оператор Лапласа получаем 

 

1 2 1 2

2

... ...

1

( ) ( )
n n

n
D Di
k k k k k k

i i

k
u x u x

p





  
     
   
 . 

 

Если к функции 
1 2 ... ( )

n

D

k k ku x  применим бигармонический оператор, то из последнего равенства 

следует 

 

1 2 1 2 1 2

2
2 2

2
2 4

... ... ...2
1 1

( ) ( ) ( )
n n n

n n
D D Di i
k k k k k k k k k

i ii i

k k
u x u x u x

p p




 

    
      
     
  . 

 

Таким образом, справедливо равенство 

 

1 2 1 2 1 2 1 2

2
2 2 2

... ... ... ... 2
1

( ) ( ),
n n n n

n
D D i
k k k k k k k k k k k k

i i

k
u x u x

p
  



 
    

 
 . 

 

Отсюда при любом  1,2,...,m n  получаем 
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1 2 1 2 1 2

2 2

... 1 1 1 ... ... 1 1 1( ,..., , , ,..., ) ( ,..., , , ,..., )
n n n

D D

k k k m m m m n k k k k k k m m m m nu x x p x x x u x x p x x x         

 

 
1 2

2

... 1

1,

( )
, ,..., sin sin

n

n
j jm m m

k k k n

j j mm j

k xk p x
C n p p

p p




 


    

 

   
1 2 1 2

1 12 2

... 1 ... 1

1, 1

, ,..., ( 1) sin sin , ,..., ( 1) sinm m

n n

n n
j j j jk km m

k k k n k k k n

j j m jm j j

k x k xk x
C n p p C n p p

p p p

 
  

  

      

 

 

1 2 1 2

1 2

... ...( 1) ( )m

n n

k D

k k k k k ku x
  . 

 

Пусть теперь 0 2 1ni    или  2 1 2
...ni i i i , где 0mi 

 
или 1mi   для всех 1 m n  . 

Тогда если 1mi  ,
 
то 

 
1 2 1 2

2 2

... ... 1

1,

( )
( ) , ,..., sin sinm

n n

n
j jiD m m m

k k k m k k k n

j j mm j

k xk p x
u S x C n p p

p p




 


     

 

1 2 1 2

1 2

... ...( 1) ( ).m

n n

k D

k k k k k ku x
   

 

Следовательно, справедливо равенство 

 

1 2 1 2 1 2

( 1)2 2

... ... ...( ) ( 1) ( )m m m

n n n

i i kD D

k k k m k k k k k ku S x u x
   .                          (2.4) 

 

Очевидно, что равенство (2.4) верно и для случая 0mi  . Отсюда следует, что если mi  и 

ji  принимают значения 0 или 1, то  

 

1 2 1 2 1 2

( 1) ( 1)2 2

... ... ...( ) ( 1) ( )j m m j jm

n n n

i i k i kiD D

k k k m j k k k k k ku S S x u x
  

   . 

 

Тогда в общем случае получаем следующее равенство 

 

  1 1 2 22 1

1 2 1 2 1 2

( 1) ( 1) ... ( 1)2 2

... 2 1 ... ...... ( 1) ( )n n n

n n n

i i k i k i ki iD D

k k k n k k k k k ku S S S x u x     
     

 
1 1 2 2

1 2 1 2

| | ... 2

... ...( 1) ( ).n n

n n

i i k i k i k D

k k k k k ku x   
   

 

Теперь если применим к функции оператор L , то из предыдущих равенств следует 

 

  1 1 2 21

1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 2 1
| | ...2 2

... ... 1 ... ...

0 0

( ) ... ( 1) ( )

n n

n n n

n n n n

i i i k i k i kiD D D

k k k i k k k n i k k k k k k

i i

Lu x a u S S x a u x
 

   

 

       

 

1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 1
| | ...2 2

... ... ... ... ...

0

( ) ( 1) ( )

n

n n

n n n n n

i i k i k i kD D D

k k k k k k i k k k k k k k k k

i

u x a u x  


   



 
   

 
 . 
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Таким образом, функция 
1 2 ... ( )

n

D

k k ku x  кроме условии (1.2) и (1.3) удовлетворяет и 

равенству 

 

1 2 1 2 1 2... ... ...( ) ( )
n n n

D D

k k k k k k k k kLu x u x , 

 

т.е. уравнению (1.1). Теорема доказана. 

Замечание 2.1. Если для некоторого 1 2, ,..., nm m m N  выполняется условие  

 

1 1 2 2

1 2

2 1
| | ...

...

0

( 1) 0

n

n n

n

i i m i m i mD

k k k i

i

a


   



   , 

 

то число 0   является бесконечно кратным собственным значением.  

Замечание 2.2. Если для всех , 1,2,...,jk N j n   выполняются условия 
1 2 ... 0

nk k k  , то 

все собственные значения задачи 1 являются положительными. 

Пример 2.1. Пусть 2n  . Тогда уравнение (1.1) имеет вид  

 
2 2 2 2

0 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )a u x x a u p x x a u x p x a u p x p x u x x            . 

 

а краевые условия записываются в виде 

 

2 1 2 2 2 1 1 2 1 1(0, ) ( , ) 0,0 ; ( ,0) ( , ) 0,0u x u p x x p u x u x p x p        , 

 

1 1 1 1 2 2 2 22 1 2 2 2 1 1 2 1 1(0, ) ( , ) 0,0 ; ( ,0) ( , ) 0,0x x x x x x x xu x u p x x p u x u x p x p        . 

 

Cобственные функции этой задаются в виде 

 

1 2
,

1 21 2

1
( ) sin sin , , 1,2,...D

m k

m x k x
u x m k

p pp p

 
  , 

 

а соответствующие им собственные значения имеют вид 

 
2

2 2
4

, , 2 2

1 2

, , 1,2,...D D

m k m k

m k
m k

p p
  

 
   

 
., 

 

где 
,

D

m k  имеет вид  

 
1 1

, 0 1 2 3( 1) ( 1) ( 1)D m k k m

m k a a a a          . 

 

Более точно 
,

D

m k  можно записать в виде  

 

(2 1),(2 1) 0 1 2 3;
D

m k a a a a       (2 1),2 0 1 2 3

D

m k a a a a      ; 

 

2 ,(2 1) 0 1 2 3;
D

m k a a a a      2 ,2 0 1 2 3, , 1,2,...D

m k a a a a m k      . 
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3. Исследования задачи 2. 

В этом пункте исследуем задачу 2. На отрезке [0, ]p  рассмотрим систему функции  

 

0

1 2
( ) , ( ) cos ,k

k
Y t Y t t k N

p pp


   . 

 

Как и в случае системы ( )kT t  имеет место следующие утверждения. 

Лемма 3.1. Система  
0

( )k k
Y t




 обладают следующими свойствами: 

1) система  
0

( )k k
Y t




 является ортонормированной в пространстве 2[0, ]L p ; 

2) система  
0

( )k k
Y t




 является полной в пространстве 2[0, ]L p . 

Лемма 3.2. Для элементов системы  
0

( )k k
Y t




 справедливы следующие равенства: 

1) ( ) ( 1) ( ), 0k

k kY p t Y t k    ; 

2) 

4 4

(4) (4)( ) ( ); ( ) ( 1) ( )k

k k k k

k k
Y t Y t Y p t Y t

p p

    
      
   

. 

Доказательство. Очевидно, что для функции 0 ( )Y t  имеет место равенство

0

0 0( ) ( 1) ( )Y p t Y t   . Если 1k  , то для ( )kY p t  имеем  

 

2 2
( ) cos ( ) cos cos sin sink

k k k
Y p t p t k t k t

p p p p p

  
 

 
        

 
 

 

2 2
cos cos ( 1) cos ( 1) ( )k k

k

k k
k t t Y t

p p p p

 
       . 

 

 

Свойство 1) доказано. Далее, дифференцируя дважды функцию ( )kY t  получаем  

 
22

2

2 2
( ) cos cosk

d k k k
Y t t t

dt p p p p p

     
       

  
. 

 

Отсюда для 
(4) ( )kY t  имеем 

 
2 4 44 2

(4)

4 2

2 2 2
( ) cos cos cos ( )k k

d k k d k k k k
Y t t t t Y t

dt p p p p dt p p p p p

              
              

        
. 

 

Из этого равенства и свойства 1) следует 

 
4 4

(4) ( ) ( ) ( 1) ( )k

k k k

k k
Y p t Y p t Y t

p p

    
       

   
. 
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Лемма доказана. 

Лемма 3.3. Если выполняются условия 0 1 0a a  , то элементы системы  
0

( )k k
Y t




 

являются собственными функциями следующей спектральной задачи: 

 
(4) (4)

0 1( ) ( ) ( ),0a y t a y p t y t t p     ,                                                  (3.1) 

 

(0) ( ) 0, (0) ( ) 0y y p y y p       .                                                        (3.2) 

 

Соответствующие собственные значения определяются равенствами  

 
2

2 , , 0,1,...N

k k k k

k
k

p


   

 
   

 
, 

 

где 

 

0 1

0 1

, 2 , 0,1,...

, 2 1, 1,2,...
k

a a k m m

a a k m m


  
 

   
. 

 

Доказательство. Если воспользуемся свойством 2) функции ( )kY t  из Леммы 3.2, то 

 
4 4

(4) (4)

0 1 0 1( ) ( ) ( ) ( 1) ( )k

k k k k

k k
a Y t a Y p t a Y t a Y t

p p

    
        

   
 

 

 
4

2

0 1( 1) ( ) ( ) ( )k N

k k k k k k

k
a a Y t Y t Y t

p


  

 
     

 
. 

 

Лемма доказана. 

Следствие 3.1. Если выполняются условия 0 1 0a a  , то система собственных 

функции задачи (3.1), (3.2) является ортонормированной и полной в пространстве 2[0, ]L p .  

Пусть , 0,1,2,...k m   и   

 

00 1 2 0 1 0 2

1 2

1
( , ) ( ) ( ) ,Nu x x Y x Y x

p p
    

 

0 1 2 1 0 2 1

1 2 1

2
( , ) ( ) ( ) cos ,N

k k

k
u x x Y x Y x x k

p p p


    , 

 

0 1 2 0 1 2 1

1 2 2

2
( , ) ( ) ( ) cos ,N

m m

m
u x x Y x Y x x m

p p p


     
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1 2 1 2 2 2

1 21 2

2
( , ) ( ) ( ) cos cos , ,N

km k m

k m
u x x Y x Y x x x m k N

p pp p

 
    . 

 

Пусть , 1m k  . Рассмотрим действие оператора 2  к функции 1 2( , )N

kmu x x . Имеем 

 
2 2

2 2

1 2 1 2
1 2 1 22 2

1 1 2 2

( , ) ( , )
( , ), ( , )

N N
N Nkm km
km km

u x x u x xk m
u x x u x x

x p x p

     
      

    
. 

 

Отсюда 

 
2 2

1 2 1 2

1 2

( , ) ( , ),N N

km km

k m
u x x u x x

p p

     
       
     

 

 
2

2 2

2

1 2 1 2

1 2

( , ) ( , )N N

km km

k m
u x x u x x

p p

     
      
     

. 

 

При преобразовании аргументов имеют место равенства 

 
2

2 2

2

1 1 2 1 2

1 2

( , ) ( 1) ( , )N k N

km km

k m
u p x x u x x

p p

     
        
     

, 

 
2

2 2

2

1 2 2 1 2

1 2

( , ) ( 1) ( , )N m N

km km

k m
u x p x u x x

p p

     
        
     

, 

 
2

2 2

2

1 1 2 2 1 2

1 2

( , ) ( 1) ( , )N k m N

km km

k m
u p x p x u x x

p p

 
    
         
     

. 

 

Тогда 

 
2 2 2 2

0 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 3 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )N N N N

km km km kma u x x a u p x x a u x p x a u p x p x             

 

 
2

2 2

0 1 2 3 1 2

1 2

( 1) ( 1) ( 1) ( , )k m k m N

km

k m
a a a a u x x

p p

 
    
           
     

. 

 

Аналогичные равенства справедливы и для функции 0 1 2( , )N

ku x x  и 0 1 2( , )N

mu x x . 

Действительно, по определению оператора 2  имеем 
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2
2 2 4

2

0 1 2 1 12 2 4

1 2 1 2 1 1 2 1 1

2 2
( , ) cos cosN

k

k k
u x x x x

x x p p p p p x p

       
               

 

 
4 4

4

1 1 0 1 24

1 2 1 1 1 1 2 1 1

2 2
cos cos ( , )N

k

k k k k
x x u x x

p p x p p p p p p

        
       

      
. 

 

Отсюда, 

 
2

2 2

2

0 1 2 0 1 2

1 2

0
( , ) ( , )N N

k k

k
u x x u x x

p p

     
      
     

, 

 
2

2 2

2

0 1 1 2 0 1 2

1 2

0
( , ) ( 1) ( , )N k N

k k

k
u p x x u x x

p p

     
        
     

, 

 
2

2 2

2 0

0 1 2 2 0 1 2

1 2

0
( , ) ( 1) ( , )N N

k k

k
u x p x u x x

p p

     
        
     

, 

 
2

2 2

2 0

0 1 1 2 2 0 1 2

1 2

0
( , ) ( 1) ( , )N k N

k k

k
u p x p x u x x

p p

 
    
         
     

 

 

Тогда 

 

 
2 2 2 2

0 0 1 2 1 0 1 1 2 2 0 1 2 2 3 0 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )N N N N

k k k ka u x x a u p x x a u x p x a u p x p x             

 

 
2

2 2

0 0

0 1 2 3 0 1 2

1 2

0
( 1) ( 1) ( 1) ( , )k k N

k

k
a a a a u x x

p p

 
    
           
     

, 

и 

 
2 2 2 2

0 0 1 2 1 0 1 1 2 2 0 1 2 2 3 0 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )N N N N

m m m ma u x x a u p x x a u x p x a u p x p x             

 

 
2

2 2

0 0

0 1 2 3 0 1 2

1 2

0
( 1) ( 1) ( 1) ( , )m m N

k

m
a a a a u x x

p p

 
    
           
     

. 

 

В частности, при любых 0 1 2 3, , ,a a a a R  для функции 00 1 2( , )Nu x x  получаем 

 
2 2 2 2

0 00 1 2 1 00 1 1 2 2 00 1 2 2 3 00 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )N N N Na u x x a u p x x a u x p x a u p x p x             

 



Қ.А. Ясауи атындағы Халықаралық қазақ-түрік университетінің хабарлары 

(математика, физика, информатика сериясы), №3 (26), 2023 

 

 

 

51 

 

 

00 1 20 ( , )Nu x x  . 

 

Если введем обозначение 0 1 2 3( 1) ( 1) ( 1)N k m k m

km a a a a        , то для всех , 0i j   

имеют место равенства 

 

2 2 0 1 2 3 2 (2 1) 0 1 2 3,N N

i j i ja a a a a a a a          ; 

 

(2 1)2 0 1 2 3 (2 1)(2 1) 0 1 2 3,N N

i j i ja a a a a a a a           . 

 

Таким образом, мы доказали следующее утверждение. 

Лемма 3.4. Если выполняются условия 0N

km  , то элементы системы  1 2 , 0
( , )N

km k m
u x x




 

являются собственными функциями следующей спектральной задачи: 

 
2 2 2 2

0 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 3 1 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )a u x x a u p x x a u x p x a u p x x p x             

 

1 2 1 2 1 2( , ),( , ) (0, ) (0, )u x x x x p p   ,        (3.3) 

 

1 1 2 22 1 2 2 2 1 1 2 1 1(0, ) ( , ) 0,0 , ( ,0) ( , ) 0,0x x x xu x u p x x p u x u x p x p        ,               (3.4) 

 

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 22 1 2 2 2 1 1 2 1 1(0, ) ( , ) 0,0 , ( ,0) ( , ) 0,0x x x x x x x x x x x xu x u p x x p u x u x p x p        .     (3.5) 

 

Соответствующие им собственные значения определяются равенствами  

 
2 2

2

1 2

, , , 0,1,...N N

km km km km

k m
k m

p p

 
   

   
      

   
. 

 

Следствие 3.2. Если выполняются условия 0N

km  , то система собственных функции 

задачи (3.3)-(3.5) является ортонормированной и полной в пространстве 2[0, ]L p .  

В общем случае справедливо следующее утверждение. 

Теорема 3.1. Пусть в задаче 2 коэффициенты ia  такие, что для всех 

 0 , 1,2,...,jk N j n    выполняются условия 1 1 2 2

2 1
| | ...

0

( 1) 0

n

n ni i k i k i k

i

i

a


   



  . Тогда собственные 

функции задачи 2 определяются равенствами  

 

 
1 2 1 2... 1 2( ) ( ) ( ) ... ( ), 0 , 1,2,...

n n

N

k k k k k k n ju x Y x Y x Y x k N j       , 

 

а соответствующие им собственные значения имеют вид  

 

 
1 2 1 2 1 2 1 2

2

2 2

... ... ... ... 2
1

, , 0 , 1,2,...,
n n n n

n
jN N

k k k k k k k k k k k k j

j j

k
k N j n

p
    



     , 
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где 1 1 2 2

1 2

2 1
...

...

0

( 1)

n

n n

n

i k i k i kN

k k k i

i

a


  



  . 

Доказательство. Легко видеть, что функции 
1 2 ... ( )

n

N

k k ku x  удовлетворяют условиям (1.4) и 

(1.5). Покажем, что данная функция удовлетворяет и уравнению (1.1). Если к функции 

1 2 ... ( )
n

N

k k ku x  применим оператор 
2

2
,1

q

q n
x


 


, то  

 

 1 2

1 2 1 2

22 2
...

1 2 22 2

( )
( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( )n

n n

N

k k k q

k k k n k q k k n

q q q

u x k
Y x Y x Y x Y x Y x Y x

x x p

  
             

. 

 

Отсюда приеменяя к этой функции оператор Лапласа получаем 

 

1 2 1 2

2

... ...

1

( ) ( )
n n

n
qN N

k k k k k k

q q

k
u x u x

p





  
         

 . 

 

Из последнего равенства следует 

 

1 2 1 2 1 2

2
2 2

2

2 4

... ... ...2
1 1

( ) ( ) ( )
n n n

n n
q qN N N

k k k k k k k k k

q qq q

k k
u x u x u x

p p




 

    
              

  . 

 

Таким образом, справедливо равенство 

 

1 2 1 2 1 2 1 2

2
2 2 2

... ... ... ... 2
1

( ) ( ),
n n n n

n
N N i
k k k k k k k k k k k k

i i

k
u x u x

p
  



 
    

 
 . 

 

Отсюда при любом  1,2,...,m n  получаем 

 

1 2 1 2 1 2

2 2

... 1 1 1 ... ... 1 1 1( ,..., , , ,..., ) ( ,..., , , ,..., )
n n n

N N

k k k m m m m n k k k k k k m m m m nu x x p x x x u x x p x x x         

 

1 2 1 1 1

2

... 1 1 1( ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( )
n m m m nk k k k m m k k m k m k nY p x Y x Y x Y x Y x

            

 

1 2 1 1 1

2

... 1 1 1( 1) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( )m

n m m m n

k

k k k k k m k m k m k nY x Y x Y x Y x Y x
            

 

1 2 1 2

2

... ...( 1) ( )m

n n

k N

k k k k k ku x  . 

 

Пусть теперь 0 2 1ni    или  2 1 2
...ni i i i , где 0mi 

 
или 1mi   для всех 1 m n  . 

Тогда если 1mi  ,
 
то 

 

1 2 1 2 1 1 1

2 2

... ... 1 1 1( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( )m

n n m m m n

iN

k k k m k k k k m m k k m k m k nu S x Y p x Y x Y x Y x Y x
             
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1 2 1 2

2

... ...( 1) ( )m

n n

k N

k k k k k ku x . 

 

Следовательно, справедливо равенство 

 

1 2 1 2 1 2

2 2

... ... ...( ) ( 1) ( )m m m

n n n

i i kN N

k k k m k k k k k ku S x u x   .                          (3.6) 

 

Очевидно, что равенство (3.6) верно и для случая 0mi  . Отсюда следует, что если 
mi  и 

ji  принимают значения 0 или 1, то  

 

1 2 1 2 1 2

2 2

... ... ... 1 2( ) ( 1) ( , )j m m j jm

n n n

i i k i kiN N

k k k m j k k k k k ku S S x u x x


   . 

 

Тогда в общем случае получаем следующее равенство 

 

  1 1 2 22 1

1 2 1 2 1 2

...2 2

... 2 1 ... ...... ( 1) ( )n n n

n n n

i i k i k i ki iN N

k k k n k k k k k ku S S S x u x  
   . 

 

Теперь если применим к функции оператор L , то из предыдущих равенств следует 

 

  1 1 2 21

1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 2 1
| ...2 2

... ... 1 ... ...

0 0

( ) ... ( 1) ( )

n n

n n n

n n n n

i i k i k i kiN N N

k k k i k k k n i k k k k k k

i i

Lu x a u S S x a u x
 

  

 

       

 

1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 1
...2 2

... ... ... ... ... ... ...

0

( ) ( 1) ( ) ( )

n

n n

n n n n n n n

i k i k i kN N N N N

k k k k k k i k k k k k k k k k k k k k k k

i

u x a u x u x   


  



 
    

 
 . 

 

Таким образом, функция 
1 2 ... ( )

n

N

k k ku x  кроме условии (1.4) и (1.5) удовлетворяет и 

равенству 

 

1 2 1 2 1 2... ... ...( ) ( )
n n n

N N N

k k k k k k k k kLu x u x , 

 

т.е. уравнению (1.1). Теорема доказана. 

4.Исследование задачи типа Самарского – Ионкина. 

Пусть 0 1,a a  некоторые действительные числа. Введем оператор  

 
2 2

2 1 2 0 1 2 1 1 2( , ) ( , ) (1 , )L u x x a u x x a u x x     . 

 

Рассмотрим в области 2 (0,1) (0,1)    следующую задачу 

Задача 3 (Задача типа Самарского-Ионкина). Найти функцию ( ) 0u x   из класса 

   4 3( )u x C C     и число   удовлетовряющие условиям 

 

 2 1 2 1 2 1 2 2( , ) ( , ),( , )L u x x u x x x x  ,                                             (4.1) 

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 2 2 2 2 2 2(0, ) (0, ) 0, (0, ) (1, ), (0, ) (1, ),0 1x x x x x x x x x xu x u x u x u x u x u x x      ,          (4.2) 

 



Қ.А. Ясауи атындағы Халықаралық қазақ-түрік университетінің хабарлары 

(математика, физика, информатика сериясы), №3 (26), 2023 

 

 

 

54 

 

 

2 2 2 21 1 1 1 1( ,0) ( ,1) ( ,0) ( ,1) 0,0 1x x x xu x u x u x u x x      .                              (4.3) 

 

Сначала находим сопряженную задачу. Пусть 
1 2( , )u x x  является решением задачи (4.1)-

(4.3), а 
1 2( , )v x x  пока произвольная достаточна гладкая функция. Рассмотрим выражение  

 

 
1 1 4 4 4

2 1 2 1 2 1 2
1 2 1 24 2 2 4

1 1 2 20 0

( , ) ( , ) ( , )
, 2 ( , )

u x x u x x u x x
u v v x x dx dx

x x x x

   
    

    
  . 

 

Сперва рассмотрим интеграл 

 
1 4

1 2
1 1 2 14

10

( , )
( , )

u x x
I v x x dx

x




 . 

 

Интегрируя по частям этот интеграл, с учетом краевых условий (4.2) и (4.3) получаем 

 
1

1

1 13 3

1 2 1 2 1 2
1 1 2 13 3

1 1 100

( , ) ( , ) ( , )
( , )

x

x

u x x v x x u x x
I v x x dx

x x x





  
  

    

 

1 1 1 1 1 1

1 3

1 2 1 2
2 2 2 2 13

1 10

( , ) ( , )
(1, ) (1, ) (0, ) (0, )x x x x x x

v x x u x x
u x v x u x v x dx

x x

 
   

   

 

 
1 1 1

1 3

1 2 1 2
2 2 2 13

1 10

( , ) ( , )
(1, ) (1, ) (0, )x x x

v x x u x x
u x v x v x dx

x x

 
  

  . 

 

Если теперь положим 2 2(1, ) (0, )v x v x , то  

 
1

1

11 13 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 13 2 2 2

1 1 1 1 1 10 00

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
x

x

v x x u x x v x x u x x v x x u x x
I dx dx

x x x x x x





     
     

        

 

1 1 1 1 1 1

1 2 2

1 2 1 2
2 2 2 2 12 2

1 10

( , ) ( , )
(0, ) (0, ) (1, ) (1, )x x x x x x

v x x u x x
v x u x v x u x dx

x x

 
  

  . 

 

В последнем выражении считаем 
1 2(1, ) 0xv x  . Тогда с учетом условия 

1 1 2(0, ) 0x xu x   

получаем 

 
1 12 2 2 3

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 1 12 2 2 3

1 1 1 1 1 10 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )v x x u x x v x x u x x v x x u x x
I dx dx

x x x x x x

     
   

        

 

1 1 1 1 1 1

1 3

1 2 1 2
2 2 2 2 13

1 10

( , ) ( , )
(1, ) (1, ) (0, ) (0, )x x x x x x

v x x u x x
u x v x u x v x dx

x x

 
   

   
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1 1 1 1 1

1 3

1 2 1 2
2 2 2 13

1 10
0

( , ) ( , )
(1, ) (1, ) (0, )x x x x x

v x x u x x
u x v x v x dx

x x

 
         

 

1 1 1 1 1 1

1 4

1 2
2 2 2 2 1 2 14

100 0

( , )
(0, ) (0, ) (1, ) (1, ) ( , )x x x x x x

v x x
v x u x v x u x u x x dx

x


  

 . 

 

Таким образом, если функция  4

1 2 2( , )v x x C   и удовлетворяет условиям 

 

1 1 1 1 1 1 1 12 2 2 2 2 2 2(0, ) (1, ), (0, ) (1, ), (1, ) 0, (1, ) 0,0 1x x x x x x x xv x v x v x v x v x v x x      ,   (4.4) 

 

то справедливо равенство 

 
1 14 4

1 2 1 2
1 2 1 1 2 14 4

1 10 0

( , ) ( , )
( , ) ( , )

u x x v x x
v x x dx u x x dx

x x

 


   . 

 

Аналогично исследуется интеграл 

 
1 4

1 2
2 1 2 24

20

( , )
( , )

u x x
I v x x dx

x




 . 

 

А именно, 

 

2 2 2 2 2 2 2

1 3

1 2
2 1 1 1 1 1 2 23

200 0

( , )
( ,1) ( ,1) ( ,0) ( ,0) ( , )x x x x x x x

u x x
I u x v x u x v x v x x dx

x


   

  

 

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2

1 2
1 1 1 1 1 2 22

20
0 0

( , )
( ,0) ( ,0) ( ,1) ( ,1) ( , )x x x x x x x x

u x x
u x v x u x v x v x x dx

x


   

  

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1

1 2
1 1 1 1 1 2 2

20
0 0

( , )
( ,1) ( ,1) ( ,0) ( ,0) ( , )x x x x x x x x x

u x x
u x v x u x v x v x x dx

x


  

  

 

2 2 2 2 2 2

1 14 4

1 2 1 2
1 1 1 1 1 2 2 1 2 24 4

2 20 00 0

( , ) ( , )
( ,0) ( ,0) ( ,1) ( ,1) ( , ) ( , ) .x x x x x x

v x x v x x
u x v x u x v x u x x dx u x x dx

x x

 
   

  

 

 

Итак, если функция 1 2( , )v x x  к дополнению к условиям (4.4) удовлетворяет и условиям 

   

2 2 2 21 1 1 1 1( ,0) ( ,1) ( ,0) ( ,1) 0,0 1x x x xv x v x v x v x x      ,                             (4.5) 

 

то справедливо равенство 
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1 14 4

1 2 1 2
1 2 2 1 2 24 4

2 20 0

( , ) ( , )
( , ) ( , )

u x x v x x
v x x dx u x x dx

x x

 


   . 

 

Наконец при выполнении условий (4.4) и (4.5) для интеграла 

 
1 1 4

1 2
3 1 2 1 22 2

1 20 0

( , )
( , )

u x x
I v x x dx dx

x x




    

 

получаем 

 

2 2 2 2 1 1

1 1 1 12

3 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22

10 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )x x x x x xI u x x v x x dx dx u x x v x x dx dx
x


   

     

 
1 1 4

1 2
1 2 1 22 2

1 20 0

( , )
( , )

v x x
u x x dx dx

x x




   . 

 

Следовательно, при выполнении условий (4.4) и (4.5) имеет место равенство 

 

   
1 1 1 1

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

0 0 0 0

, ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,u v u x x v x x dx dx u x x v x x dx dx u v          .    (4.6) 

 

Заметим, что  

 

 
1 1

2 2

1 2 1 2 1 1 2 2

0 0

(1 , ) ( , ) 1 ( , ) (1 , )u x x v x x dx x u x v x d            . 

 

Тогда из равенства (4.6) вытекает 

 
1 1 1 1

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

0 0 0 0

(1 , ) ( , ) ( , ) (1 , )u x x v x x dx dx u x x v x x dx dx         

 

Следовательно, 

 
1 1 1 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2

0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )L u x x v x x dx dx u x x L v x x dx dx    . 

 

Таким образом, сопряженная задача определяется с условиями 

 

 2 1 2 1 2 1 2 2( , ) ( , ),( , )L v x x v x x x x  ,                                             (4.7) 

 

1 1 1 1 1 1 1 12 2 2 2 2 2 2(0, ) (1, ), (0, ) (1, ), (1, ) 0, (1, ) 0,0 1x x x x x x x xv x v x v x v x v x v x x      ,          (4.8) 

 

2 2 2 21 1 1 1 1( ,0) ( ,1) ( ,0) ( ,1) 0,0 1x x x xv x v x v x v x x      .                              (4.9) 
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Теперь находим собственные и присоединенные функции задач (4.1)- (4.3) и (4.7)- (4.9). 

Для этого приведем некоторые известные факты. Рассмотрим следующую одномерную 

спектральную задачу 

 

( ) ( ),0 1, (0) 0, (0) (1)v t v t t v v v                                              (4.10) 

 

В работе [14] показана, что задача (4.10) является несамосопряженной и сопряженной к ней 

будет задача  

 

( ) ( ) 0,0 1, (0) 0, (0) (1)w t w t t w w w                                              (4.11) 

 

Собственные значения и собственные функции задачи (4.10) имеют вид  

 
2

0(2 ) , 0, ( ) , ( ) sin(2 ), 1k kk k v t t v t kt k       . 

 

Как показано в работе [14] собственные функции ( )kv t  при 1k   попарно не ортогональны к 

функции 0 ( )v t  и их система не полна в 2 (0,1)L . Их можно пополнять до полной системы 

присоединенными функциями задачи (4.4). Ими являются функции  

 

( ) cos(2 ), 1,2,...kv t t kt k  . 

 

Систему собственных и присоединенных функций переобозначим следующим образом: 

 

0 2 1 2( ) , ( ) cos(2 ), ( ) sin(2 ), 1k kv t t v t t kt v t kt k     .                      (4.12) 

 

Систему собственных и присоединенных функций сопряженной задачи (4.11) запишем 

следующим образом: 

 

0 2 1 2( ) 2, ( ) 4cos(2 ), ( ) 4(1 )sin(2 ), 1k kw t w t kt v t t kt k      .                     (4.13) 

 

Справедливо следующее утверждение. 

Лемма 4.1 [14]. Для систем функций  
0

( )k k
v t




 и  

0
( )k k

w t



 справедливы следующие 

утверждения: 

1) последовательности функций (4.12) и (4.13) образуют биортогональную на интервале 

(0,1)  систему функций, т.е. справедливы равенства 

 
1

0

1,
( ) ( )

0,
i j

i j
v t w t dt

i j


 


 . 

 

2) последовательности функций (4.12) и (4.13) образуют базис Рисса в пространстве 

2 (0,1)L . 

Пусть теперь ( ) 2 sinky t k t . Рассмотрим системы: 

 

0 1 2 2 (2 1) 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 1 2( , ) ( ), ( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( )k k m k m k mk m kV x x y x V x x v x y x V x x v x y x      ,   (4.14) 
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0 1 2 0 1 2 (2 1) 1 2 2 1 1 2( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( )k k m k m kW x x w x y x W x x w x y x     , 

2 1 2 2 1 2( , ) ( ) ( )mk m kW x x w x y x  .               (4.15) 

 

Легко показать, что система (4.14) удовлетворяет условиям (4.2) и (4.3), а система (4.15) 

условиям (4.8) и (4.9). 

В работе [15] доказано следующее утверждение. 

Лемма 4.2 [15]. Для систем функций  1 2 , 0
( , )mk m k

V x x



 и  1 2 , 0

( , )mk m k
W x x




 справедливы 

следующие утверждения: 

1) последовательности функций (4.14) и (4.15) образуют биортогональную на 

множестве (0,1) (0,1)  систему функций, т.е. справедливы равенства:  , 1km ijV W   если 

,k i m j  , иначе  , 0km ijV W  , где , 1,2,..., , 0,1,...,k i m j   и  

 

 
1 1

1 2 1 2 1 2

0 0

, ( , ) ( , )km ij km ijV V V x x V x x dx dx   . 

 

2) последовательности функций (4.14) и (4.15) образуют базис в пространстве 

2[(0,1) (0,1)]L  . 

Далее, исследуем некоторые дополнительные свойства систем (4.14) и (4.15). 

Лемма 4.3. Система функции  1 2 , 0
( , )mk m k

V x x



 удовлетворяет следуюшим равенствам  

 
2 4

0 1 2 0 1 2( , ) ( ) ( , )k kV x x k V x x  ,                                               (4.16) 

 

   
2

2 22

(2 1) 1 2 (2 1) 1 2( , ) 2 ( , )n k n kV x x n k V x x  
   
 

,                             (4.17) 

 
2

2 2 2 2 2

2 2 (2 1)( ) (2 ) ( ) ( ) 4(2 ) (2 ) ( ) ( )nk nk n kV x n k V x n n k V x     
           .   (4.18) 

 

Доказательство. Для функции 0 ( )kV x  имеем  

 
4 4 4

2 4 4

0 1 2 2 2 04 2 2 4

1 1 2 2

( , ) 2 2 sin( ) ( ) 2 sin( ) ( ) ( )k kV x x k x k k x k V x
x x x x

   
   

      
    

. 

 

Аналогично для функции (2 1) ( )n kV x  получаем 

 
2 (4) (4)

(2 1) 1 2 (2 1) 1 2 (2 1) 1 2 (2 1) 1 2( , ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )n k n k n k n kV x x v x y x v x y x v x y x   
       

 

       
4 2 2 4

(2 1) 1 22 2 2 ( ) ( )n kn n k k v x y x    
    
 

 

 

       
2 2

2 2 2 2

(2 1) 1 2 (2 1) 1 22 ( ) ( ) 2 ( , )n k n kn k v x y x n k V x x    
      
   

. 
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И наконец для 2 1 2( , )nkV x x  имеем 

 
2 (4) (4)

2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2( , ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )nk n k n k n kV x x v x y x v x y x v x y x       

 
2

2 2 2 2

2 1 2 2 1 1 2(2 ) ( ) ( ) ( ) 4(2 ) (2 ) ( ) ( ) ( )n k n kn k v x y x n n k v x y x     
            

 
2

2 2 2 2

2 (2 1)(2 ) ( ) ( ) 4(2 ) (2 ) ( ) ( )nk n kn k V x n n k V x     
          . 

 

Лемма доказана. 

Из этой леммы вытекает следующее утверждение. 

Лемма 4.4. Система функции  1 2 , 0
( , )nk n k

V x x



 удовлетворяет следуюшим равенствам  

 
4

2 0 ,2 0( ) ( ) ( )k k kL V x k V x  ,                                          (4.19) 

 

   
2

2 2

2 (2 1) ,2 (2 1)( ) 2 ( )n k k n kL V x n k V x   
  
 

,                       (4.20) 

 
2

2 2 2 2

2 2 ,2 2 ,2 (2 1)( ) (2 ) ( ) ( ) 4(2 ) (2 ) ( ) ( )nk k nk k n kL V x n k V x n n k V x       
          ,  (4.21) 

 

где обозначено 1

,2 0 1( 1)k

k a a    . 

Доказательство. Так как 
1

2 2(1 ) ( 1) ( )k

k ky x y x    , то из равенств (4.16), (4.17) и (4.18) 

следуют 

 
2 1 4

0 1 2 0 1 2( ,1 ) ( 1) ( ) ( , )k

k kV x x k V x x    , 

 

   
2

2 22 1

(2 1) 1 2 (2 1) 1 2( ,1 ) ( 1) 2 ( , )k

n k n kV x x n k V x x 

 
     
 

, 

 
2

2 1 2 2

2 1 2 2 1 2( ,1 ) ( 1) (2 ) ( ) ( , )k

nk nkV x x n k V x x           

1 2 2

(2 1) 1 24(2 )( 1) (2 ) ( ) ( , )k

n kn n k V x x  


     . 

 

Отсюда получаем выполнение равенств (4.19), (4.20) и (4.21). Лемма доказана. 

Аналогично доказывается следующее утверждение. 

Лемма 4.5. Система функции  1 2 , 0
( , )nk n k

W x x



 удовлетворяет следуюшим равенствам  

 
4

2 0 1 2 ,2 0 1 2( , ) ( ) ( , )k k kL W x x k W x x  , 

 
2

2 2 2 2

2 (2 1) ,2 (2 1) ,2 2( ) (2 ) ( ) ( ) 4(2 ) (2 ) ( ) ( )n k k n k k nkL W x n k y W x n n k y W x       
          ,  

 

   
2

2 2

2 2 ,2 2( ) 2 ( )nk k nkL W x n k W x    
 

. 
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Теперь приведем основное утверждение относительно задачи (4.1)-(4.3). 

Теорема 4.1. Пусть выполняются условия 0 1 0a a  . Тогда относительно задачи (4.1)-

(4.3) справедливы следующие утверждения: 

1) задача (4.1)-(4.3) является несамосопряженной, сопряженным к ней является задача 

(4.4)-(4.6); 

2) собственными функциями задачи (4.1)-(4.3) являются функции 

0 1 2 (2 1) 1 2( , ), ( , ), 1,2,...k n kV x x V x x n  . Соответствующие им собственные значения определяются 

равенствами  

 

   
2

2 24

0 ,2 (2 1) ,2( ) , 2 , 1,2,..., 0,1,...k k n k kk n k n k      
     
 

; 

 

3) присоединенные функции задачи (4.1)-(4.3) можно выбрать в виде 

2 1 2( , ), 1,2,...nkV x x n  ; 

4) система собственных и присоединенных функций задач (4.1)-(4.3) и (4.4)-(4.6) 

являются попарно ортогональными; 

5) система собственных и присоединенных функций задачи (4.1)-(4.3) образуют базис в 

пространстве 2[(0,1) (0,1)]L  ; 

6) система собственных и присоединенных функций сопряженной задачи (4.4)-(4.6) 

образуют базис в пространстве 2[(0,1) (0,1)]L  . 

Доказательство этой теоремы вытекает из утверждений Лемм 4.2,4.4 и 4.5. 

Данная работа была выполнена при поддержке гранта Министерства науки и высшего 

образования РК (грант № AP19677926). 
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